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Vorwort zum zweiten Bande. 



Während in dem ersten Bande die auf die Theorie der Flächen 
kleinsten Flächeninhalts sieh beziehenden Ähhandlungen des Unter- 
zeichneten vereinigt sind , enthält der vorliegende zweite Band alle 
anderen seit dem Jahre 1863 vom Unterzeichneten veröiFentlicLten 
mathematischen Abhandinngen. 

Die Reihenfolge, in welcher diese Abhandlungen zum Abdrucke 
gebracht sind, stimmt im Allgemeinen mit der Zeitfolge ihrer ersten 
Veröffentlichung uberein, 

Die Aufnahme eines neuen Abdruckes der in den Jahren 1881— 
1885 vom Unterzeichneten veröffentlichten „Formeln und Lehrsätze 
zum Grehrauche der elliptischen Functionen" in die vorliegende Samm- 
lung erschien aus verschiedenen (rründen nicht thunlich. Ein Neu- 
druck dieser „Formeln und Lehrsätze" ist in Vorbereitung. 

Die einzelnen Abhandlungen dieses Bandes sind vor dem Ab- 
drucke einer sorgfaltigen Durchsicht unterzogen worden ; eine grössere 
Zahl von Stellen erscheint in neuer Bearbeitung. Die Abhandlung 
„Zur Theorie der Abbildung", Seite 108 — 132 dieses Bandes, ist vor 
dem Abdrucke theilweise umgearbeitet worden. 

Am Ende des Bandes befinden sich Anmerkungen und Zusätze 
zu einzelnen Stellen der in diesem Bande enthaltenen Abhandlungen. 

Bei der Correctur der einzelnen Druckbogen dieses Bandes bin 
ich von Herrn Dr, Haussner in dankenswerther "Weise unterstützt 
worden. 



Göttin gen, im April 1890. 
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Inlialtsverzeiclmiss ziuii zweiten Bande. 
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J ! fü dg dt M tl iL B d 70 '' t 121-1 6. . 84 

N tiz 11 pp t f w d 11 tt p lare. 

Annall di Matern itica piira ed applicata, 11' serie, lomo 111° pag 16(i — 170 103 
Zur Theorie der Abbildung 

Theilweise Umaibeitung der in dem riogramme dei eidgeiiosai sehen pol\tccli 

iiiBchen Schulf iiiZinidifm das Schuliahi IbbO— TO leioffeiitlicliten AUiand 

lunt; 108 

(Ucbor die lategiation dei paitidleii DiffnentnVleicliuiia -s-7 + -ä — — " f"' 
die Flache eine'* Kieises 
VierteljahiMchnft der Naturfoi sehenden Gesellscliatt iti Zuin,h, 15tet Jihi 
gang, Seite 113—128 — Diese Abhandking bildet eiuen Bestandtheil dtr 
aaf den Seiten 17B — 210 dieses Bande? abgedruckten Abhandliine ) 

Ueber einen Grenzübergang durch alternirendes Verfahien 

Aliszug aus einem am 30 Mai 1870 in dei Natuiforfichenden Gesellschaft in 
Ztirich gehaltenen Vottiage Vierteljahrs schrift dei Natuifoi sehenden Ge 
Seilschaft m Zürich, 15ter Jahigang, Seite 272-2% . . 133 

Ccber die Integiation dei partiellen Difterentnlgleichuna "77^ + -5— — ^ ""^'^' 
Toigeschiiebenen Giecz iind_Unstetig]veitsbedinguugen 
Im Octobei 1370 ^on Hetrn ^\ eieistrass dei Konighthen Akademie dei 
Wissenschaften zu Berlin mitgetheilt ~ Monat sbeiichte der Kociglieben 
Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Jahrgang 1870, Seile 767—795. . 144 
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VI InhiltSTPizeicünls* 

Bi 
MittheilunjT über diejemgea Falle in walchen he G'!U3?isclie hypei^eometiisclie 
Keilie F[a,ßi,c) eine algebraischo Fuaamn ihre? ^leitpn Elementes 
darfitellt 
Auszu^' aus eiaem am 22 August 1371 m dei Sitzung der mathematischen 
Section dei Selinei^eiHLhen Naturfoischfndea Gcsellechatt gehaltenen Vor- 
tiaffe — Teihandlungen dei fecbweizensclien Xitiifoisflieiiiien desellscliiff, 
Jahrg'ing 1871 =!e te 74-77 1 

Zui lutegiaiion der paitiellen Differontnlgkicliuag -^ + — =■ 

Journal für leme uni3 angewandte MattematiL, Band 7i, beite 21b— 253 
[Diese Abhandlung enthitlt ah einen Bestandtheil eine im ISten Taliigan,e 
der Vierteljahrs schuft der Natarfot sehenden Gesellschaft in Zürich, Seite 
llS-128, ziieist ^eiQfienthchte Abhandlung] I 

Ueher die Integiation der partiellen Difterentnlgleiehung -= 1- — = 

für die Flache eines Kreises 1 

Fortsetzung und Erweiterung dei in den voi hei gehenden Paitgiaphen int 
halteoen Untersuchiingeu 1 

TJebei diejenigen Falle in welchen de Gaussische hireigeomüiiSLhe Rehe 
eine algehiaische FunUiin ihies weiten Elementes darstellt 
Jourml fut lerne und angewindte Mathematik, Bind 75 Seite 292— 'iSö 3 

Uebcr ehene algebraische Isotheimen 

Journal für reine und angewandte Mathematik, Band 77, Seite SS— ib 2 

Beispiel ejier stetigen nicht difterentiirbaien Function 

Eine dei mathematischen Section dei Schweizerischen Natiiitorsch enden Ge 
Seilschaft am 19 August IBli gcmtchte Mittheilung — Archives des Seien 
ces physiques et natuielles, Geneve =!eptembre lo78 p 33—38 — VeihTud 
lungen der Sehweizeiisehen Natur foi sehenden Oesülschatt , Tahigang lö7ä, 
Seite 252—258 3 

Ueber ein vollständiges Sjstem von einandei unabhängiger Vorais^ttz iigei zum 
Beweise des Sitzes 



5 (mß^y)\ _ g ( df[xy) \ 



Eine lei mathemat sei en sectiou lei Sehweizeiisehen Nituiforschenlen Ge 
Seilschaft am 19 August IS'S gemachte Mittheilung — Ai^hi es des Seien 
ces physiQiies et naturelles Cenere Septembre IS'S p S8— 44 Novenbie 
1873 p 243 — Verhandhngen 1er Schneizeiisehen Naturfoischenden fit 
Seilschaft Jahrgang ia"3 Seite 'itl— 270 3 

üebei diejenigen algeb machen Gleichungen zwischen zwei vennderlichen Giussen 
wel he eine Schaai lationalei eindeutig iiml,i,hrbaiei Tiansfoimaiionen in sich 
selbst zihssen 
Joircal fii leine ind lug wai Itc Mithematib Band 87 Seite 139-145. . 2 

Essai dune demonstnton dunth^oiSme de Göomöttie lod ge sur l'invltation de 
M Chailes Heimit 
Jminal de Mathematiques pures et apphquees tiosieme sßrle, tomo VI, 
p 111-114 Avil] 1830 2 

Veiallffemeinetuug eines anihfischen Fundament ilsat 7 s 

Annili li Mitemitica im el ijplcifi It* serie ton o V, pag.129— 136. 2 
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Auszug aus einem Briefe an Herrn F. Klein. 

Mattematisclie Aanalen, Band 21, Seite 157—160 : 

Ddmonstration ölöraentaire d'une propriötä fondamcntalc des foiictions iiiterpolaires. 

Atti della R Accademia delle Scienze di Toriuo, vol. XVII, p. 740— 743. 
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und irrthümlich Jacob feteiner zugeschrieben 344 

Bemerkung zu der Mittheil uug des Herrn 'Weierstrass: Zur Theorie der aus 
tl Haupteinheiten gebildeten complexen Grössen. 
Nachrichten von der Königlichen Gesellachaft der Wissenschaften und der 
Georg- Augusts -Uni Ter eität zu Gottingen, Jahrgang 1884, Seite 516—519. . 346 

Anmei-kimgcii und Ausätze zum zweiten Bande ..... 350-370 
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Berichtio-uiio^eii. 



Seite 199, Zeile 15 von oben. 
Ea muss heiasen; y^ =^ -^E'—kK', ü\ — =^7^ =^1, Y = 0. 

Zum zweiten Bande. 
Seite 8, Fussnote, Zeile 4 von unten. 
Statt pag. 15 ist zu lesen pag. 150. 

Seite 9, Fussnote. 
Die Abhandlung des Herrn Cayley: On certain developaUe sur- 
facen stellt im 6ten Bande des Quarterly Journal of MatKematics. 
Seite 11, Fussnote, Zeile 4 von untett. 
Statt pag. 418— 429 ist zu lesen pag. 418-425. 

Seite 18, Zäh 14 von oben. 
Statt \Odt ist zu Jesen lOdf. 

Seite 167, Zeile 13 von tmten. 
Statt 95(3; 3^) ist zu lesen fp(js;i!^), 

Seite 173, Zeile 5 von oben. 
Statt „Sitzungsberichte" muss es heisseu „Verhandlungen". 
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Elementarer Beweis des Pohlke sehen 
Fundamentalsatzes der Axonometrie. 



Herr Pohlke hat um das Jahr 1853 den Satz aufgestellt und 
bewiesen, dass drei in einer Ebene unter verschiedenen 
"Winkeln von einem Punkte ausgehende Strecken von 
beliebiger Länge stets als eine (schiefe) Parallelpro- 
jection von drei aufeinander senkrechten Strecken von 
gleicher Länge angesehen werden können. 

Da dieser Satz irrthümllohenveise Steiner zugeschrieben worden 
ist, so benntzt der Verfasser die sich hier darbietende Gelegenheit, 
um diu^ch Anfiihrung der Thatsachen das Eigenthumsrecht seines ver- 
ehrten Lehrers ausser Zweifel zu stellen. 

Herr Pohlke theilte den in Rede stehenden Satz sowie dessen 
Beweis dem verstorbenen St einer mit. Auf einer Reise in der 
Schweiz im Jahre 1856 erwähnte der Letztere den Pohlke sehen 
Satz bei einer Unterredung mit Herrn von D eschwanden, dem 
damaligen Director der eidgenössischen polytechnischen Schule in 
Zürich. HeiT von Desch wanden machte gegen den Satz einen 
Einwurf, durch welchen Steiner über dessen Richtigkeit zweifel- 
haft wurde. 

Diesen Vorgang beschreibt Steiner selbst in einem unter dem 
30. Juli 1858 von Kirchberg aus au Herrn Pohlke gerichteten Brief 
und zwar folgendermassen : 

Als ich 1856 in Zürich dem Dii'ector des Polytechnikums, 
Herrn vonDesehwanden (aus Unterwaiden), von Hemi Pohlke 
sprach und hervorhob, derselbe habe gefunden, „dass irgend vier 
Punkte in einer Ebene immer als parallele Protection eines recht- 
winldigen Dreibeines anzusehen seien", wendete der Director so- 

Schw^iB, OaE!.mmelie *.l)lilDflltlJig6ii, II. 1 
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2 Elomeiitai'er Beweis düs Pohlliesi^heii 

fort ein: „aber wie! wenn die gegebenen vier Punkte in einer 
Geraden liegen?" Potz blitz! was war icK da verdutzt und wusste 
nicMs zu stammeln, als für diesen Fall müsse man sich das Drei- 
bein CX3 klein oder co entfernt denken, — was aber beides nicbt 
genügt; ergo Ihr Beweis wahrscheinlich falsch. Daher mag die 
Aufgabe ins Journal kommen, vorsetzend: Nous esp^rons que Mr. 
Pohlke donne la dömonstration , wie einst Grergonne mich 
provoeirte. *) 
Der Einwand wurde von Herrn Pohlke als nicht zutreffend ent- 
ki'äftet ; als derselbe gemacht wurde, mochte man woLl nur die ortho- 
graphische Protection im Sinne gehabt haben, daraus erklärt sich der 
scheißbare Widerspruch. Man that jedoch vielleicht besser, den obigen 
GrenzfaJl von der Betrachtimg anszuschHessen. 

Herr Pohlke hat den angeführten Satz mit Zuhülfenahme einer 
Schaar von einfachen Hyperboloiden bewiesen, welche die Projections- 
ebene in confocalen Hyperbeln schneiden mid später aus diesem Be- 
weise eine ziemlich einfache Consferuction der Bestimmungsstöcke ab- 
geleitet ; er sagt in der ersten Abtheüung seiner „Darstellenden Geo- 
metrie" **) S. 113 : „Der Beweis dieses Satzes acheint nicht elementar 
geführt werden zu können, wir behalten ihn der zweiten Abthei- 
lung vor." 

HeiT von Desehwanden widmet in einem Aufsätze über die 
„Anwendung schiefer Parallelprojectionen zu axonometrischen Zeich- 
nungen" ans dem Jahre 1861***) dem Satze einige ausführlichere Be- 
trachtungen, welche jedoch den Gegenstand nicht erschöpfen und für 
den allgemeinen Fall auch nur zu einer Näherungsconstruction führen. 
Dem Aufsatze des Herrn von Deschwanden folgte ein Auf- 
satz von Herrn Kinkelin: „Die schiefe axonometrische Projec- 
tion" ****) , welcher im Wesentlichen denselben Gegenstand rein ana- 
lytisch behandelt. (In demselben ist, beUänfig bemerkt, bei 'der Inter- 
pretation einiger Gleichungen die Richtung der Projectionsstrahlen 
mit der Richtung der Normalen zur Projectionsebene verwechselt 
worden.) 

*) Vergl, über diese Unterredung aocli : VierteljahrBsdirift der Haturfovsct en- 
den öeseDschaft in Zürich. 6ter Jahrgang, 1861. S. 270. 
**) Erste Auflage. Berlin IS60. 

***) Vi er teljabra Schrift der Naturforschen den Gesellschaft in Zürich, titer Jahr- 
gang, S. 254-284. 

***♦) Ebendaselbst S. 358— S67. 
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Ein mit den Hiüfsmitteln der darstellenden Geometrie geftihrter, 
elementarer tind einfacher Beweis des Polilk eschen und eines noch 
etwas allgemeineren Satzes, der offenbar in die Elemente der dar- 
stellenden Geometrie gehört, war his jetzt nicht bekannt; ein solcher 
soll hier gegeben werden. 

Wir werden den Satz beweisen: 

Hat man im Räume und in einer Ebene je drei von 
eineni Punkte ausgehende Strecken, von denen die er- 
sten drei nicht in einer Ebene, die zweiten drei nicht 
in einer Geraden liegen, so kann man jedesmal das aus 
den ersten drei Strecken bestehende Gebilde durch 
parallele Strahlen auf eine Ebene so projieiren, dasa 
die Projection desselben dem aus den zweiten drei 
Strecken bestehenden Gebilde ähnlich wird. 

Es wird gezeigt werden, dass beide Gebilde ähnliche ortho- 
graphische Projectionen haben müssen; ist dieses dargethau, so braucht 
man bloss die absolute Grösse des zweiten Gebildes in dem Maasse 
zu verändern, dass die orthographischen Projectionen beider congruent 
werden ; bringt man diese dann zur Deckung, so ist, weil die Projee- 
tionsstrahlen zusammenfallen, ein dem zweiten ähnliches Gebilde eine 
Parallelprojection des ersten, womit die Richtigkeit des ausgespro- 
chenen Satzes bewiesen ist. 

Wir werden im Eolgenden von zwei Hülfssätzen Gebranch machen : 
1. Jedes geradlinige Dreieck kann auf eine passend 
zu wählende Ebene orthographisch so projieirt werden, 
dass die Projection desselben einem gegebenen gerad- 
linigen Dreiecke ähnlich wird. 

Gegeben seien zwei geradlinige Dreiecke ABC und StSS. Man 
construire in der Ebene des Dreiecks ASC ein geradliniges Dreieck 
A'BC, welches dem gegebenen Dreieck S(Sß ähnlich ist, und lege durch 
die Punkte A imd Ä' einen Kreis , dessen Mittelpunkt auf der Ge- 
raden SC liegt. Dieser Kreis schneide die Gerade BC m den Punkten 
D und E. Bei der Projection entsprechen einander die einzelnen 
Winkel der rechtwinkligen Dreiecke DAE und DA'E. Bezeichnet E 
den Seheitel desjenigen dem Dreiecke DAE angehörenden spitzen 
Winkels J.i'D, welcher grösser ist als der ihm entsprechende Winkel 
A'EB , so ergibt die Richtung der Strecke AE die Richtung einer 
Geraden, welcher die gesuchte Projectionsebene parallel ist, und die 
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4 Elemöiitarer Beweis des Polillicschen 

_ tgÄ'E n _ Ä'D ■ AE 
*^" ~ t^AElT ~ A'E-AD 

ergibt die Grösse des Neigimgswiiikels ^ dieser Projectionsebeiie gegen 
die Ebene des Dreiecks ABC. 

Bei dieser Constniction ist vorausgesetzt, dass die Eichtungen 
der beiden Strecken AA' und BC mit einander nicht einen reckten 
"Winkel einsokliessen ; tritt dieser Feil ein, so vereinfacht sich die 
Construction. 

Es gibt im Allgemeinen zwei in Bezug auf die Ebene des Drei- 
ecks ABG symmetrisch liegende Schaaren von ParaUelebenen, welche 
so beaehafFen sind, dass die orthographische Projection des Dreiecks 
ABC auf jede dieser Ebenen dem Dreiecke S193S ähnlieh ist. 

Der' Beweis der Richtigkeit der ausgesprochenen Behauptungen 
ist leicht zti führen.*) 

2. Damit von zwei vierpunktigen ebenen Gebilden 
das eineähnlieh sei einer Parallelprojection des andern, 
ist nothwendig und hinreichend, dassdie algebraischen 
Verhältnisse der Inhalte dreier entsprechenden Drei- 
ecke für beide Gebilde dieselbe Grösse haben. 

Der Beweis kann etwa folgendermassen geführt werden. Man 
verändere die absolute Grösse des einen Gebildes in der "Weise, dass 
man beide Gebilde mit zwei entsprechenden Paaren von Punkten zur 
Deckung bringen kann. Hierbei fallen auch zwei auf der Verbindungs- 
linie liegende Diagonalpunkte des einen der beiden Vierecke mit den 
denselben entsprechenden Diagonalpunkten des anderen Vierecks zu- 
sammen, woraus das Behauptete erhellt. 

Für den besonderen Fall, in welchem ein Dreieck seinem ent- 
sprechenden in der "Weise ähnlich ist, dass entsprechende Punkte 
Scheitel gleicher "Winkel sind, sind beide Gebilde einander ähnlich. 

Hieraus ergibt sich, da zufolge des ersten Hülfssatzes jedes Drei- 
eck orthographisch so projicirt werden kann, dass es einem gegebenen 
ähnlich wird, dass die für den zweiten Hülfssatz aufge- 
stellte Bedingung auch noch dafür hinreichend ist, dasa 
das eine der beiden vierpunktigen Gebilde eine or- 
thographische Projection habe, welche dem andern 
ähnlich ist. 



*) Vergi. Gugler, Lelii'Imdi der ilescriptiveu Geometrie. Zweite Auflage. Stutt- 
gart. 1857. § 145. 
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Fund amental Satzes der Axonometrie. 5 

Die gegebenen drei Streclien im ilaume seien nun OL , OM, ON 
und mögen als die Grundstrecken eines (schiefwinkligen) räumliclien 
Coordinatensystems angesehen werden. Die drei beliebig in einer 
Ebene angenommenen Strecken seien O'Ä, O'B, O'C; es soll bewiesen 
werden, dass sich im Allgemeinen das ebene Grebilde O'ÄBC abge- 
sehen von der absoluten Grosse als eine Parallelprojection des räum- 
lichen Gebildes OLMN ansehen lässt. 

"Wenn dieser Satz richtig ist, so erhalt man die Projeetion F' 
eines beliebig im Räume liegenden Punktes P, dessen Coordinaten 
x,y,s in Bezug auf den Pimkt als Anfangspunkt und die 
Strecken OL , OM, ON als Grundstrecken des Coordinatensystems 
gegeben sind , auf folgende Weise. Man construire ein von drei ge- 
raden Strecken OU, UV, VF gebildetes Polygon OUVF, dessen Seiten 
in der angegebenen Eeihenfolge den drei Grimdstrecken OL , OM, ON 
beziehlich parallel sind. Dieses Polygon projicire man auf die Ebene 
des Gebildes O'ABG und bezeichne die Projeetion desselben mit 
O'Ü'V'P'. Es sind dann die Projeetionen O'U', U'V, VF' der 
Strecken OU, UV, VF beziehlich parallel den Strecken O'A, O'B, OG 
und zwar bestehen die Gleichungen 
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Hierdurch ist die Lage des Pmiktes F' imzweideutig bestimmt. 

Liegt nun P, wie für die Folge angenommen werden soll, in dem 
durch gezogenen Projectionsstrahl, so fällt in der Projeetion F' 
mit 0' zusammen, und die Projeetionen der Strecken OD, UV, KP bilden 
ein Dreieck mit der Ecke 0', dessen. Seiten beziehlich den Strecken 
O'A, O'B, O'C parallel sind. 

Zeichnet man umgekehrt ein Dreieck 0'F(? , dessen 
Seiten O'F, FG, GO' den Strecken O'Ä, O'B, O'C beziehlich 
parallel sind, so sind, wenn der obige Satz richtig ist, 

O'F FG_ GO^ 

DA ' O'B ' ac 

die Coordinaten eines Punktes des durch den Coordi- 
naten anf an g gezogenen Projectionsstrahls, bezogen auf 
die Grundstreoken OL, OM, ON. 

Wenn die Winkel BO'C, CO'A, AO'B beziehlich mit ((,ß,y bo- 
; werden, so bestehen die Beziehungen 
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Elemetitarev Beweis des Polilkesclicn 
O'F : FG : GO' = sin « : sin ß : sm-y 



OF FG_ G(^ __ dn« _sm^ ^y_ 
O'A " O'B ' O'G ~ O'A ■ O'B '~äG 



^^ = JBO'C:^CO'A:^ÄO-B. 



Ist also das elieneGrebilde O'ABG ähnlieli einer Parallel- 
projection des räumliclieii Grebildes OLMN, so kann die 
Eiolitung der Proj ectionsstralilen keine andere sein, 
als die eben bestimmte. 

Nnn kann man die Grmndstreeken des rämnliclien Coordinaten- 
systems OTthograpLiseli auf eine Ebene projiciren , welche anf der so 
bestimmten Eichtung senkrecht steht. 

Wird diese Projection mit 0"A'B'C' und werden die Winkel 
IB'0"C', C'(y'A', A'&'B' beziehlieh mit «', /3', y' bezeichnet, so haben 
nach dem eben bewiesenen Satze die Verhältnisse 



-gj^ : ™|. , |°JL = jS'Cf'C' ; MVA' : JAVB' 

dieselbe Grösse, wie die entsprechenden avis dem Grebilde O'ABG her- 
geleiteten Verhältnisse ; also ist für die beiden vierpuaktigen Gebilde 
OABC, Cf'A'B'C die Bedingung des zweiten Hülfssatzes erfüllt. 

Das räiunliche Gebilde OLMN und das ebene Gebilde O'ABC, 
haben demnach ähnliche orthogTaphische Projectionen, und es ist daher, 
wie schon oben unter dieser Voraussetzung gezeigt, das ebene Ge- 
bilde ähnlich einer ParaUelprojection des räumlichen. 

Nach dem Gesagten bietet nun die Constniction der Bestimmungs- 
stücke in jedem einzelnen Falle keine Schwierigkeit dar. 

Es gibt nur zwei in Bezug auf die im Vorhergehenden bestimmte 
Richtung der Projectionsstrablen symmetrisch liegende Sehaaren pa- 
ralleler Ebenen von der Eigenschaft, dass die (schiefe) Projection 
des gegebenen räumlichen Gebildes OLMN auf eine dieser Ebenen 
dem gegebe]ien ebenen Gebilde O'ABG ähnlich ist. 

Diese beiden Scbaare]i von Ebenen können aucli in eine einzige 
Schaar von Ebene / i e fallen, welclie dann mit der Richtung 
der Projectionastiahle e e echten Winkel einschUesaen, 

Umgekehrt g bt e i 1 für die Ebene des Gebildes GAB ü im 
Allgemeinen zwei Echt ge welclie gegen' die Normale zu dieser 
Ebene symmetrisch 1 ege welchen gesehen , das ebene Gebilde 

O'ABG als orthogTaphische Projection eines dem räumlichen Gebilde 
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FuiidameiLtalsatMS der Asoiioiiietrie. 7 

OLMN älmliclieii Geljildes crsclieint; eiu Umstand, welcher für Aii- 
wendniigeii wichtig ist. 

Der angegebene Beweis hört auf gültig zu sein, wenn einer der 
ansgesehlossenen Grenzfälle eintritt, weil dann die Voraussetzungen 
desselben nicht mehr zutreffen ; dahin gehört z. B. auch der Fall, in 
welchem mehr als eine der drei Strecken O'Ä, O'B, O'C die Länge 
Null hat. Man kann sich jedoch diesen Grenzfällen beliebig nähern. 

Durch den vorstehend bewiesenen P oh Ik eschen Satz erhält die 
Axonometrie den wunsehenswertheii und nothwendigen Absehluss und 
ihre Anwendung zugleich diejenige Leichtigkeit , deren sie überhaupt 
fähig ist. 

Zum Schlüsse sei es gestattet, noch einen von HeiTn Pohlke 
L Satz anzufüliren , der sieh an dessen Beweis des obigen 
unmittelbar anschliesst, wenn man die Brennpunkte jener 
Schaar confocaler Hyperbeln ins Auge fasst, zu dem man jedoch auch 
auf elementarem Wege leicht gelangen kann. 

Irgend zwei ziigeor dnete Durchmesser und die 
kleine Axe einer Ellipse sind der Richtung nach die 
orthographischen Projectionen dreier rechtwinkligen 
Coordinatenaxen; die Verhältnisse der halben Durch- 
messer und der Excentricität zur halben grossen Axe 
sind die entsprechenden Verkürzungsverhältnisse. 

Erst nach Beendigung des obigen Aufsatzes bin ich darauf auf- 
merksam gemacht worden, dass Steiner im Jahre 1858 im 55^'™ 
Bande dieses Joiu-nals S. 377 (Vermischte Satze und Aufgaben IV, 2) 
folgende den Pohlke sehen Satz betreffende Aufgabe veröffentlicht hat : 

Werden die Ecken J,, S, C, D einer gleichseitigen, an 
derSpitze rechtwinkligen, dreiseitigen Pyramide nach 
irgend einer Richtung auf eine beliebige Ebene projicirt, 
so ist die Frage, welche Relation zwischen den gegen- 
seitigen Abständen der Projectionen Ä,, B^, C,, J), statt- 
finde? 

Steiner verwirklichte also gleichzeitig mit dem an Herrn 
Pohlke gerichteten Brief (S. oben S. 1) die darin geäusserte Ab- 
sicht, eine Aufgabe dieser Art in das Journal zu bringen, und die 
Fassung derselben bestätigt vollkommen die meinen Aufsatz einlei- 
tenden thatsächlichcn Anführungen. 

Berlin, im December 1863. 
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De snperficiebus in planum explicabilibus 
primorum Septem ordinum. 



011. Jonmal für loine Hurt iuig9iva,iiilte MitlienulJlt, B^nrt 6*, S, 1--16. 

itio plani superfieiem in planrnn explicabilem genei'antia ab 
uno parametro pendet; quamobrem 

X(p,{t) + yq>,{t)+sq>^{t)+ivfpjt) = 0, 

ubi x:y.s:iv siuit coordliiatae, forma illms est generalis. 

Superficies explicabiles , quae primae contemplanti sese offertint, 
eae sunt, in qnibns haec aeqnatio rationalite}- a parametro pendet sive 
hanc habet formam 

JJ = at"+ nW-'-h ■•■+q = {), 

ubi a,h, . . . q sunt functiones integrae lineares coordinatarnm, n nume- 
rus integer. 

Si numero n tribuuntur valores n = 3, 4, 5, his supei-äoiebus et 
eaiaim reciprocis omnes superficies explicabiles algebraieae continentur, 
quae ad lioe tempus accuratius sunt disquisitae, exceptis dnabus super- 
ficiebus explicabilibus octavi ordinis , quarum altera duabus snper- 
ficiebus seemidi ordinis inseripta est , id est , tangentibus curvae 
iutersectionis generatur, altera duabus superficiebns secundi ordinis 
circumscripta est, id est, plania tangentibus iiivolvitur, quao Ulis sunt 
eonununia. *) 

*) A, Cayley, Note mv fes Hypenleterminanta. Grelle, Diarium mathesis 
piirae et applicatae, vol. 34, pag. 15. 1847. 
„ Oll the developablo aiu-faccs whieh avise from two surfacos of 

the second order. The Cambridge and Dublin Math. Jnumal. 
New Series, vol. V, pug. 40—58. 1850. 
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De siiperlidebus in planum esplicabiÜbiiK priniunira Septem oriliiium. 9 

Quiira iii aequationem plaiii geaerantis parameter t rationaliter 
ingrediatur, bis superfleiebus proprium est, quod uno piano moto geiie- 
rari poasunt. 

Quamobrem vir eel. Cayley tales superficies planares appellavit. 
„I propose , inquit *) , to term tlie famlly of developables treated 
o£ in tliis paper 'planar developables'. lu general, the eoefficients of 
the generating plane of a developable being algebraieal fnnctions of 
a variable parameter t, the equation rationalized with respect to the 
parameter belongs to a System of n different planes; the developable 
which is the envelope of such a system may be termed a 'multiplanar 
developable' and in the particiliar case of n being eqnal to unity, we 
have a plaaar developable. It would be very desirable to have some 
means of ascertaining from the equation of a developable what the 
degree of its 'planarity' is." 

Huio quaestioni ita responderi potest. 

Omnes curvae planae, quae in eadem superficie rectilinea irredu- 
cibUi siraplices sitae sunt, praeter generatrices ipsas, ad eandem clas- 
sem algebraicam pertinent**); nam si duas contemplamur , unicniqne 
puncto alterius per rectas superficiei unum punctum altei-ius algebraice 
respondet; itaque coordinatae alterius rationaliter per eoordinatas alte- 
rius exprimi possnnt. — 

Si eurva algebraica r^ ordinis J-^ — q punctis diiplioibus 

praedita est, coordinatae ejus rationaliter possunt exprimi : 

gi p = 0, sive si curva maximo iiumero punctorum duplicium prae- 
dita est, per unara variabilem, 

si ^ = 1, per unam variabilem et radicem quadratam ex fuuctiono 
integra tertii vel quarti ordinis hujus variabüis, 
si 9 = 2, per unam variabüeni et radicem quadratam ex functione 
integra quiiiti vel sexti ordinis; 

si p > 2, coordinatae rationaliter exprimi possunt pei' unam varia- 
bilem § et algebraioara funotionem ejus tj, quae junguntur aequa- 



A. Cayley, Oii the developable (lorivod I'rom an equation of tbc fiftb oi'cler. Ibidem 
pag. 152—109. 
„ On certain developable sui-(aces. The Quavtei-Iy Jouni, of Math. 186S, 

pag. 108—186. 
G. Salmon, Analytic Geometry of threo dimensions, pag. 253—256. 1862. 
*) Camb. and Dnbl. Math. .Toiirn. N. S., vol. V, p. 15S. 

**) Riemann, Theorie der Abel sehen Functionen, Grelle, Diarium matbcsi.s 
pm'ae et applicatae, vol. 64, p. 133. 



y Google 



IQ D« siiperficiebua in planiira explicabiübus 

tione f**' ordüäs secuiicTmn utramqiie variabilem , ubi q ^ 2(t — 3 
aut = 2/1—2. 

In casn generali coordiaatae non possunt rationaliter exprimi per 
unam variabilem | et fimctionem algebraieam ejus ij, radicem aequa- 
tionis algebraieae F(^, ij) := 0, quae secuiidum variabüem rj inferioris 
ordinis est quam (**'. 

In classe algebraica , in qua iina Sectio plana simplox , in eadem 
tota ponenda est superficies rectilinea, 

Si igitur in superficie rectilinea aut nna recta Simplex sita est, 
quae est talis , ut per eam omnes generatrices auperficiei transeant, 
— id quod in superficiebus explicabüibus fieri non potest — , aut nna 
Sectio conica simplex , aut una curva tertii ordinis puncto dupliei 
praedita , aut alia cnrva simplex cum maximo numero punctorum 
duplicinm, liaec superficies rectilinea in ea ponenda erit classe, quae 
pertinet ad valorem p = 0. 

Idem de superficiebus in planum explicabüibus dicendum ; ae<juatio 
plani generantis rationaliter exprimi potest per easdem variabiles § et »j. 

Si igitur m est ordo curvae recessus , x ordo ourvae duplicia 
superficiei explicabilis r*' ordinis, crit 

Hie numerus q si aequalis est eifrae, superficies explicabilis est planaris, 
si ^ 1 vel = 2, biplanaris; si p est > 2, in casu generali ordo pla- 
naritatis superficiei explicabilis est ^{9 + 3) aut ^(p + 2)-. 

Jam disquisitionibus , quae sequuntur , demonstrabimus , omnes 
superficies esplicabiles proprias primorum septem ordinum esse planares. 

Superficies explicabiles primorum trium ordimim sunt impropriae, 
id est, aut coni vel cylindri, aut systemata borum reciproea, systemata 
oranium rectarum curvam planam tangentium, quae qnodanimodo pro 
superficiebus explicabUibus baberi possunt. Superficies explicabües 
proprias tertü ordinis non existere, ita demonstran potest. Quaevis 
superficies explicabilis propria curvam cuspidalem habet; superficies 
tertü ordinis irreducibilis praeter reetam curvam duplicem babere 
nequit; recta autem curva cuspidalis superficiei explicabilis esse non 
potest ; ergo omnes superficies explicabiles tertii ordinis impropriae sunt. 

Superficies explicabiles quarti ordinis. 
Superficies explicabiles quarti ordinis earumque proprietates peni- 
tns exploratae sunt a geometris. 
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Omnes superficies esplicabiles qiiarti ordinis iiiter se sunt colli- 
neares et reciprocae; aec[uatio plani generantis hujus formae est 

af+Uf+Sä + ä =s 0, 

aeqnatio superficiei ipsivis 

Cui'va recessua tertii ordinis est,, et tangentibus evirvarum tertii ordinis 
duplicis cmratiirae superficies explicabiles quarti ordinis generantur. 

Quodvis-planum tangens et duas generatrices infinite propiuquas et 
seetionem conicam exsecat ; sl duo plana tangentia contemplamur, 
alterum planum tangit "sectionem conicam altero piano exsectam ; duae 
sectiones corneae eommunem habent rectam tangentem. Hac ratione 
data est constructio syntbetica superficiei explicabüis quarti ordinis: 

Omnibus plauisj quae tangunt duas sectiones conicas in planis 
diversis sitas, quibus una recta tangens est communis, circnmscribitur 
superficies explicabilis quarti ordinis. 

Gfeneraüter hoc tbeorema ita exprimi potest: 

Si duabus siiperficiebus secundi oMinis una recta est communis, 
superficies explicabilis et inscripta et circumscripta quarti ordinis est. 

Quaevis superficies explicabilis quarti ordinis et sibi ipsa est reei- 
proca et reciproee sita secundu]n jnfinltam multitudinem superficienira 
secundi ordinis, ex. gr. 

Superficies explicabiles quinti ordinis, 
Superficies explicabiles quinti ordinis earumque proprietates a viris 
ül. Cayley, Chasles, Cremona tarn copiose jam examinatac 
sunt*), ut fere nibil nobis relictum sit. 

*J A. Cayley, On the developable sm-facea wliieh arise fi'om two surfaces of tlie 
second order. L. c. 
„ „Special Quintic Developabie." Quart. Joura. 1803. pag. 114— 131. 

Conf. Salmoii, Anal. Geom. of three dim, pag. 254. 

Cliaales, Piopriätös des coiiriies ä double coiirbnre du iiuaUifeme ordre provcnant 

de Pintersection de deax surfaces du second ordre. Ooniptes reiidus de 

l'Acadömie des Sciences, vol. 54. 1862. I. pag. 317—324. 418-429. 

„ Proprii^t^B des suvfacea döveloppables circonscritea ä deiix surfaces du se- 

r.ntiü ordre. Ibidem pag. 716—732. 

L. Cremona, Sur les surfap^s döveloppahles du ciniiniöme ordre. Ibidem pag. 604— 608. 
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12 De superficiebus iu planum eiplicabilibus 

Quiun tarnen methodiTS , qua iios rem aggressi sumus , adeo 
simplex sit, ut omnes proprietates generales ex ea qiiasi ex ipso 
fönte deduci possint, has snperficiea, piimas superficies explicabiles 
proprias imparis ordinis, exaroinemiis paiülo accui'atins, quam ad theo- 
rema nostrum demonstrandum opus est. 

Quodvis planum tangens superficiem explicabilem quinti ordinis 
duas generatrices infinite propinquas et curvam tertii ordinis essecat. 

Haec curva irrediioibilis est et generatricibus in puncto non sin- 
gvilari tangitur , in alio puncto secatur , si planum tangens curvam 
recessus osculatur in puncto non singiüari. 

Curva recessus superficierum explicabiliiim quinti ordinis superioris 
ordinis est quam tertii ; nam tangentibus ourvarum tertii ordinis super- 
ficies explicabiles quarti ordinis generari vidimus. 

Quo loco planmn aliquod curva recessus sive cuspidali superficiei 
explicabUis perforatur, Sectio plana cuspide praedita est. 

In puncto oscnlationis plani tangentis tria puneta curvae recessus 
continentur ; itaque curva plana tertii ordinis , in hoc piano tangente 
sita, una cuspide praedita est; plures habere non potest. 

Tnde jam concludere possumus, omnes superficies explicabiles pro- 
prias quinti ordinis esse planares. 

Omnes curvae tertii ordinis cuspide praeditae hac forma continentiu? 
a'd-b'= 0; 
aequatio rectae tangentis est af+3bf+d = 0, punctum ö ^ 0, & — 
est euspis, a ^ recta tangens cuspidem, punctum ö =3 0, <? = 
punctum inüexionis, recta d = recta tangens inflexionalis. 

Planum tangens superficiem explicabilem, quod ducitnr per rectam 
d ^ , est planum tangens inflexionale sive stationarium ; praeter 
tres generatrices infinite propinquas sectionem conicam exsecat, quae 
tangitur priore piano superficiem tangente, itaijue etiam recta d ^ 0, 
quae est intersectio duorum plaiiorum. 

A quovis puncto rectae d = et ad sectionem eouicani et ad 
curvam tertii ordinis una recta tangens proficiscitur ; aequatio plani 
per bas rectas ducti, sive plani superficiem explicabilem generantis, 
Omnibus reductionibus factis hnjus formae est : 

ü = at'+Uf-\-Gci'+e = 0. 
Virum cel. Cayley, qui primus haue forraam tractavit, fugit, haue 
generalem esse aequationem plani tangentis superficierum explicabilinm 
quinti ordinis. 
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primürum septum onliiiiim. 13 

Quum quatuor tantum plana m, b, c, e in liac aequatioiie inveniaii- 
tnr, coneludimus : 

Omnes superficies explicaUles quinti ordinis propriae inter se sunt 
colUne<wes et reciprocae. 

Omnes sunt praeditae uno piano stationario {e = 0) et uno imndo 
stationario (a = 0, h ^ 0, o ^ 0) curvae recessus. 

Si ponitur ( = i„ et # =: — i^t pi'odeunt aequationes planorum 

öi* + 4^ + 6< + e = 0, 
<-4&*^+6< + e = 0; 

haec plana se secant in recta h = 0, utl-^Qctl+e = 0; omnes hae 
i'eetae in piano 6^0 sitae, sectionem conieam h = 0, 9c^—ae = 
circumscribunt, quae est curva duplex snperficiei. 

Puncto ß = 0, c = 0, e = pro centro , piano J = pro piano 
colUneationis sumpto, altera pars systemiotis cam altera erit collmearis atgue 
coUinearUer sita; valori t = t^ reaponäet t ^ —t^. 

Collineationis speoies ea est, quae vocatur harmonica. 

Per generatricem aliquam snperficiei transennt haee plana 

U= at'i-4ht'+i^cf+ e -= 0, 

— at' +Qcf+3e = 0, 

Piano af+dU + dc == circvimseribitur conus dV—iac ^=^ 0; 
hie coniis continet lineam recessus, 

Planum — a^'+6c^'4-3e = duas continet geiieratrices , quia 
idem evadit et pro valore t == t^ et pro valore t = — ^„; praeterea 
ex snperÄcie curvam tertü ordinis cum puncto duplici exsecat et curvam 
recessus bis tangit; circumscribit autem conum 

ae + Bc' = 0, 

qui et ipse per curvam recessus transit. 

Alterius coni centrum « = 0, 6 = 0, e = positum est in 
superficie alterius , ita tarnen , ut commune Labeant planum tangens 
« := 0; contactus igitnr iis est stationanus. 

Aequatio superficiei ipsius has accipit formas: 

(1.) ß'e=-18ft=cV + 54Rfi'ce + 81ac'-276*e-546V* = 0, 

punctum fl = 0, ft = 0, c = est punctum triplex snperficiei; 
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14 t)ii supürfluiöLus in 2>Iaimm osiiIical)ilibu& 

(2.) (a'ii~-lSa'c'+Ma¥c-1i7h*)<i-\-27c'{3ac-'ib'') ^ 0, 

piano statioiiario e = gciieratrix inflexionalis e = 0, c = tviplcx, 
Sectio eonica e = 0, 3m— 26' ^ simplex exsecatiir; 

(3.) a{ae-^cy+27b'' {2ace-b''o~2c') = 0, 

6 = 0, «e— 9c^ = est sectio coniea duplex siiperficici ; 

(4.) ß(»e + 3c0'-6c(«e + 3c'')(3ö=-4öc)-3e(36'-4«c)' = 0. 

Omnes superficies secundi ordinis per lineam recesaus transeuntes, 
sive circumscriptae superficiei explicabili, liac forma eontinentur : 

{ae + Sc') + t{d¥-4ac) = 0, 

biiiae contactum liabent stationarium ; quäevis praeterea per duas ge- 
neratrices superficiei explieabilis in piano 

ßT'+6cT-3e = 

sitas transit, id quod ex qnarta forma aeqnationis superficiei intelligittir. 
Pro coordinatis punctorum ciirvae recessus liabemus aequationes 



vel aequivalentes 

at^+2bt + c = 0, bt + 2c = 0, cf+e = 0; 

af-\-Qe = 0, W—2e = 0; cf+e = 0; 
vel 

a:l:c:6 =^ d : -2i:f : -f. 

Si sui^erfiäes secundi ordinis 

p*«'-2ft=6'+6/c'c'-e= = 0, 

ubi k significat numeruin conatantem arbitrarium, pro directrice aähihe- 
iur, piano 

ai'+4U''+Qct^+e = 
re spendet punctiim 

, ^ 2k h' k' 

superficies explieabilis quinti ordinis et sibi ipsa est reciproca et redproce 
sita; valori t ^ t^ respondet t ^ -r-. 

Pro valoribus ; = ± ^^ generatrices sibi ipsae respoiident ; ita- 
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que quaevis hujnsmocti superficies secuiidi ordinis per diias geueratrices 
transit. 

Hoc theoreniate omnes superfieierum explicatilium quinti ordinis 
proprietates dnalitatis lege coiijungiiiitnr. 

Cuiqxie superficiei secundi ordinis per lineani recessus dixctae 
respondet altera superficies ejusdem ordinis , quae tangitur omnibus 
planis superficiem quinti ordinis tangeiitibns , sive quae superficiei 
explicabili iuscripta est. 

Omnes hae superficies contactuni hatent stationarium ; punc- 
tum contactus sitixm est in puncto oseulationis plani inflexionalis 
(e = 0, c==:0, &==0), quo piano quatuor puncta curvae infinite 
propinqua contiuentur. Duobus illis conis secundi ordinis 3i^— 4ac = 0, 
ae-f 3 c' = per lincam recessus transeuntibus respondent duae sec- 
tiones conicae e = 0, 3ac—2¥ = 0; & = 0, ae— 9c' = 0, quas supra 
invenimus ; punctum e = 0, c = 0, 6 = iis commune est , ita qui- 
dem, tit planum e = alterius transeat per rectam tangentem 6 == 0, 
e = alterius. 

Si duabuß superficiebus secundi ordinis contactus est stationarius, 
inter omnes superficies ejusdem ordinis, quae per intersectionem earum 
duci possmit, duo coni, et inter omnes superficies secundi ordinis, quae 
eidem superficiei explicabili , cni illae duae , inscriptae sunt , duae 
sectiones conicae reperiuntur. Aequationea et conorum et sectionum 
coniearum semper reduci possunt*) ad formas illas, quas supra com- 
putavimus. 

Itaque nascitur theorema: 

Si äuahjis svjperficiebus secundi ordinis contactus est siationarius, 
superficies expUcabiUs ei inscripta et circumscripta est superficies expUca- 
hilis generalis quinti ordinis. 

Secundum theorema , quod jam a viro cel. Poncelet propositum 
est**), superficiem esplicabilem reciprocam curvae alicujus ejusdem esse 
ordinis atque superficiem explicabilem tangentibus iUius curvae gene- 
ratam, — sive superficies duas explicabiles, quarum altera alterius est 
reciproca , ejusdem esse ordinis — ; secundum hoc theorema , qualibet 
superficie secundi ordinis pro direotrice adhibita , curvae recessus 
superficiei explicabilis (juinti ordinis respondet superficies explicabilis 

♦) A. Cayley, Ün the developable surfa^es which arise from two surfaces of 
tbe secoiid order. L. c. 

**) Poncelet, Memoire sur laTliöorie generale des polaires reoiproques. Grelle, 
Diarium matlicaia pui'ae et applicatae, vol. i, pag. 24. 
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16 De siiperütiebus in iilauum t!xplii;abililnis 

qiimti ordinia ; superficiei explieabili (iiiiiiti ordinia respoudet eurva 
qnarti ordinis cuspide praedita. 

Si earmii snperflcienim secundi ordinis, quae per ipsam eurvam 
recessus transeunt, pro directrice siimimus unam, superftciee expliea- 
bilis bujus eurvae reeiproea ea est, quae snperfieiei secundi ordinis se- 
cundiim haue eurvam recessus eircumseribitiir. 

Itaque per ctirvam recessns superficiei explicabUis quinti ordinis 
caterva superficiemm explicabilitim quinti ordinis trausit, quibiis nnum 
idemque est planum inflexionale <i = 0, (plamim tangens cuspidem 
eurvae recessus superficiei prineipalis), et quarum eurvae recessus 
cuspides sitas babent in generatrice inflexionali e = 0, c = super- 
ficiei piincipaii^ 

Intel e^idem lupPificies inveniuntur etlam duo illi eoni secundi 
ordmis Si <kuperficiem secundi ordinis superficiei explieabili quinti 
ordinii msciiptam pro directrice sumimus, superficiei expKcabili re- 
spondet ea luna =iecundum quam superficies inseripta superfioiem 
explicabilem taugit 

Quaevis supeificies secundi ordinis inseripta tangit snperficiem 
seeundum cuivam quaiti ordinis cuspide praeditam; omnes bae cu- 
spides öitae sunt ui puncto osculationis plani inflexionalis (e = 0, 
c ^ 0, 6 ^ 0), lila autem pvmcta, quae buic puncto cur^'ae recessus 
collineariter respondent , sita smit in generatrice eurvam recessus iu 
ipsius cuspide tangente (a ^ 0, & ^ 0). 

Praeterea quaevis superficies inseripta, sicut quaevis circumscripta, 
per duas geaeratrices superficiei transit. 

Inter catervam harum curvarnm quarti ordinis , quae reeiproea 
est catervae superficierum explicabilium eircumscriptarum, etiam duae 
illae sectiones conicae reperiuntur. 

Restat, iit eomputemus aequationem catervae superficierum se- 
cundi ordinis inacriptarum. 

Planum quodvis, quod snperficiem 

(aG + 3G^) + T{db'~4ac) = 
taugit, liac aequatione 

{e-4.cT)a'+GhTb'+(6c-4a'i;)c'+ae' = 
exprimitur; linie piano respondot, superfieie secundi ordinis 

pro directrice adbibita, punctum 
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= S{e-4.cr): ~Ut :(.;-- ^m):-a. 

Elimiiiatis eoordinatis a:h:c:ü snperficiei 

(c!(; + 3c') + ir(3&=-4ac) = 0, 

prodit aci5;uatio si^perficiei reciprocae, snperficiei explicabili inscriptae, 

ft=_(Be-9c')r--12cer'+4e'r' = 0. 

Hnjus funetioiiis diseriminaua praeter aequationem superfieiei expli- 
eabilis adhuc tractatae faetorem alienum e" continet. 

Superficies explicabilea sexti ordinis. 

Superficies explicabiles sexti et septimi ordinis per se ipsae ad- 
huc minus disquisitae sunt , «^narnquam singuiae species earnm jain 
dudum notae fuerunt*). 

Vir cel. Chasles omnes species superficierum explJcabilium sexti 
ordinis invenit**). 

Plannm tangens ex snperficie explicabili sexti ordinis et dnas gene- 
ratrices infinite propinquas et cnrvam qnarti ordinis exsecat , quae 
curva plus tres cuspides habere nequit. Qnamobrem curva recessus 
superficiei explicabüis sexti ordinis, qunm in puncto osculationis plani 
tangeatis tria puneta contineantnr , superioris ordinis esse non potest 
quam sexti, neque inferioris quam quarti. 

Itaque curva qiiarti ordinis In piano tangente sita uua euspide 
praedita est. 

Jam contemplemur superflciem expKcabilem , quae est reclproea 
curvae recessus prioris superficiei explicabilis et quae eadem est sexti 
ordinis. 

Si in quovis piano sita sunt m puneta curvae recessus alterius 
superficiei explicabilis, a quovis puncto proficisountnr m plana alte- 
ram superficiem explicabilem tangentia. Hinc coneludimus, superficies 
explicabiles sexti ordinis non posse superioris classis esse quam sextae, 
neque inferioris quam qnartae. 



*) A. Oayley, G. Salmon, Ctasles, 11. cc. G. Salmon, On the Classifi- 
cation of curves of double curvature. Cambridge and Dublin MatJiematioaJ Journal 
N. S. vol. V., p. 23-46. 

**} Cbasles, Digression relative aux surfaccs developpables du sixifime ordre. 
Comptes rendus vol. 54. 1862. I. pag, 718. 

SohwBrz, QesiimiüOlta AlUsiiillimgon, 11. 2 
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18 De superficiebus in planum explicaliilibus 

Claasis superficlei explicabilis eadetn est, atqne classis seetionis 
alicujus planae non aingularis, Curvae autem quarti ordiiiis, de qtti- 
biis locuti sumuB, quoniam in uno piano tangente jam sunt sitae, supe- 
ripris elassis esse non possiint quam quintae. Curva plana quarti or- 
dinis, una cnspide praedita, quintae ant inferioris classis aliter fieri non 
potest , nisi praeter hane euspidem duobus punctis dnplicibns prae- 
dita est. 

Quam ob causam coordinatae taHs curvae rationaliter per unam 
variabilem exprimi possunt, (Vide pag. 9.) 

Omnes igitur superficies explicabiles sexti ordinis propriae sunt pla- 
nares. 

Continetur autem aecjuatio plani generantis in bis foi-niis: 
at'+4:hf+ 6ci'+ 4:di + e =0, 

af+Uf+lOcf+lOdt + het+f = 0, 
ai'+QUU -i-g = 0. 

Sit F = aeqnatio plani superficiem explicabilem generantis, ab 
uno parametro t rationaliter pendens ; ponamus, nullum valorem para- 
nietri buie aequationi identice satisfacere. 

Äequationibus 17 = et -^— = pro quovis valore parametri 
in casu generali reeta determinatur, quae est vma generatrieium. 

Attamen fieri potest, ut Ms äequationibus pro uno aut pro plu- 
ribus singulis valoribus parametri idem planum repraesentetur. His 
valoribus ii adnumerandi simt, qui aequationi -^ = identice 
satisfaciunt, si tales exsistunt. 

Locum autem omniiun punctorum , quorum coordinatae pro eodem 
valore parametri Ms duabus äequationibus satisf aeiunt , invenimus, si 
eam fimctionem coefficientium, quae vocatur discrimjnans functionis U, 
cifrae aequalem ponimus. 

Superficies sie determinata ex superficie explicabUi irreducibili, 
ißvoluta plaao C/ ^ 0, et ex singulis planis constat. 

Aeqnatio superficies explicabiÜs plus semei factor diseriminantis 
esse potest, in quo casu ü" rationaliter pendet a funetione rational! 
üon lineari parametri. 

Alia autem ratione fieri non potest, ut sit superficies expHeabilis 
inferioiis ordinis quam discriminans. Superficies explicabUis involuta 
piano 

ü = at^+Uf+Gcf+4ät+e = 0, 
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i'e vera sexti ordinis est. SuporflcieH explicabilis involuta piano 
tr = ai'+Uf+---+f= 

in casn generali est octavi ordinis; ut ad sextum ordiiiem reducatur, 
necesse est, pro duobns, aiit diversis, aut infinite propiiiquis valoribiis 
variabiiis t, aeqiiationow Ü = et -j— = idera planum i'ej)rae" 
sentare. 

His conditjonibns si satisfactum est, aequatio plani generantis 

t~t, 

aut in hanc formam tranaformari potcst 

at'+Ui'+10ci'+W%ff+f = 0. 

Etiam superficies harum reciprocae qiüntae elassis sunt. 

Superficies generalis explicabilis sexti ordinis et sextae claasis 
est superficies reeiproca ejus, quae generatur piano 

üf+4:U'+Qd'+4dt + e = 0, 

ubi inter aequationes planorura a, h, c, d, e aequatio identiea intercedit 

ua + ßh + yc + dä + ee^ 0. 

Namque si superficies est sextae elassis , curva ilia qnarti ordinis 
piano tangente exsecta quintae elassis et una cuspide et duobus punotis 
duplicibus praedita est; curva igittir recessus quarti ordinis est, ita- 
que superficies reeiproca quartae elassis. — De curvis duplicis curva- 
turae, quarum tangentibus singulae species superficiernm explicabilium 
sexti ordinis generantur, iDß?a agemus. 

Superficies explieabiles septinii ordinis. 

Ad disquirendas superficies explieabiles septinii ordinis utile est 
theorenia, quod ad onines spectat superficies expUcabiles imparis ordinis. 

Conus, qui ex puucto aliquo spatii eiu-vae recessus superficiei expli- 
cabilis r'' ordinis circumseribitur , r**^ elassis est. Si igitur r est nu- 
merus impar, bio conus semper impari multitudine laterum cuspida- 
lium praeditus est, id quod fieri nequit, nisi in ipsa curva recessus 
impar multitudo cnspidum sita est. 

Ciu-va aliqua plana in superficie explieabili r*' ordinis sita »-*' or- 

2* 
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20 I'f ^«peificielu in ]3l! i um ex] In,<il libua 

dinis e'-t, ')i t e?t numeiu« impar impaiPjn miiltitiulinom taiigentlmn 
inflexionalium habet Itaque demonstiavimui 

In Quavts snpe}ßcie rxplicaUli impans mäinis impar multüuäo et 
mspidum IM cwrva reces^us sitaruin et planot um tamgentium inflexionalium 
mvemiur 

Uiium plantim tangen^ mfiexionale ex superficie explieabili sep- 
timi oidmi'- exiecat tie*- generatiices infinite propmquas et curvam 
quaiti oidinis Fieii pyte'^t , ut liaec ciu-^a qimrtl ordinis ex, sec- 
tione eonica dnplici eonstet ; sed haac conditionem postremo loeo 
tractabmua. 

Curva quarti ordinis, neque si irreducibilis est, neque si ex cxirva 
inferioris ordinis et ex singulis generatriclbns constat, plus tres cuspides 
Labere potest; rjuamobrem curva receaaus superioris- ordinis esse non 
potest quam septimi , qaia p^mcto oaculationis plani inflexionalis 
quatuor puncta continentiir. 

Curva receaaus superioris ordinis est, quam quarti; uam una tan- 
tum species curvarum duplicis curvaturae quarti ordinis cuapide prae- 
ditariun exstat, quarum tangentibus superficies explicabiies quinti or- 
dinis generari vidimus. 

Curva recessns ncque infcrioris ordinia est quam quinti, neque su- 
perioris quam septim. 

Itaque superficies explicabilea septimi ordinis inferioris classis 
esse non poasunt quam quintac, neque superioris quam septimae. 

Curva quarti ordinis in piano inilexionali sita superioris classis 
esse non potest, quam quintae, quia hoc planum inflexionale pro duo- 
bua plania tangentibus habendum est. Si igitiu' Laec curva quarti 
ordinis irreducibilis est, necesse est, duo puneta duplicia accedere. 
Si cuspis illa seeundae speciei est, neceaae est, unum punctum duplex 
accedere. 

Sin autem curva quarti ordinis constat ex curva tertii ordinis et 
una röcta generatrice , haec cm'va tertii ordinis puncto duplici est 
praedita ; nam omnes eurvae tertii ordinis non praeditae puncto du- 
plici sextae sunt classis. 

Si curva quarti ordinis ex duabus constat generatricib^^s et sec- 
tione eonica, hujus coordinatae rationaliter per unum parametrum ex- 
primi posaunt. 

ßestat quod supra seposuiraus, ut curva quarti ordinis ex sectione 
eonica duplici constet. Hujus casus disquisitio cum diffieultate ali- 
qua videtur conjuncta esse. Propterea in medio reliuquentes , num 
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talea superficies explicabiles septimi ordinia exsistere possint, lioc 
(lemonstrabimns : si talis soperfloies exsistit, aliud in ea situm est pla- 
num inflexionale, cujus Sectio non est seetio conica duplex, quare 
haec superficies in iis superficiebus eontinetur , de quibus supra dis- 
putavimus. 

Planum iuflexioiiale in puncto osoiüationis quatuor puncta cum 
eurva recessus comnumia habet; si plura haberet, plus tres genera- 
trices iu hoc piano sitae essent. Praeter haec puncta cum iila com- 
mune habet imum, quia curva recessus inferioris ordinis esse nou 
potest qiuim quinti. In hoc puncto recta tangens curvae recessus uon 
sita est in piano inflexiouali; si esset, nova generatrix iu hoc piano 
Sita esset. Sectio plana superficiei explioabilis ouspide praedita est, 
quo in pimcto planum ejus curva recessus perforatur. Haec autem Sectio 
conica duplex nullam praebet cuspidem primae speciei. Proinde ne- 
cesse est, planum osculans curvara recessiis in eo puncto, in quo curva 
planiun dictum inflexionale perforat, quatuor puncta infinite propin- 
qua continere. Itaque aut hoc planum est aliud planum inflexionale, 
aut punctum est cuspis. Cuspis autem esse non potest, quia cuspis 
curvae recessus est punctum tiiplex superficiei explicabüis , ut m 
superficiebns explicabilibns quinti ordinis pimctum a = 0, h = 0, 
c ^ 0, pag. 13. 

Restat, ut planum sit aliud planum inflexionale. Exemplo sunt 
superficies explicabües quinti ordinis ; planum b = exsecat sectio- 
nem conicam dupHcem; curva recessus hoc planum in puncto 6 = 0, 
c = 0, e = perforat; e = est planum inflexionale. 

Aliud cxemphim praebet superficies explicabüis octavi ordinis iu- 
volnta piano 

af+fixaf+locf+20laf+16ef+g = 0. 

Planiuü tangeus inflexionale « =^ exsecat sectionem conicam dupli- 
cem 4gc — IBe" = ; planum ß ^ iu puncto « = 0, ^ = 0, e^O 
curva recessus perforatur : planum ^ = est planum inflexionale, 

In casu , quem tractamus , novum planum inflexionale tres gene- 
ratrices infinite propinquas et curvam quarti ordinis exsecat; haee 
autem non potest constare ex sectione conica duplici. 

Nam si res ita se haberet, in superficie explicabili septimi or- 
dinis duae sectiones conicae sitae essent, quibus unum punctum 
esset commmie ; omnibus autem plaiiis , quae tangunt duas sec- 
tione« conicas, quibus unum piinctum est commune, in planis diversis 
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De superücieliiis 



, ptoi 



1 expiicabilibus 



sitas , eircumaoribi-tur superficies explicabilis sexti ordinis et scxtae 
classis, *) 

Itaque tales superficies, si inveuirentur , jam in üs esaent con- 
tentae, de quibua supra dispntavimus. 

Semper igitur in superfioie explicabili septinii ordinis curva sira- 
plex iavenitur, cujus coordinatae rationaliter per unam variabilcm 
exprimi possuut. Consequitui- igitur theorema: 

Omnes superficies expliccAiles septimi ordinis propriae sunt planares 
et atit quintae aut aextae aut septimae claaaia. 

Itaque demonstravimus, quod nobis propoaueramus : 

Omnes stiperfides eiq)licc^les propriae primorimi Septem ordiman sunt 
planares. 

Proprietates autem superfioierum explicabiliiim primorum Septem 
ordinum, quae in singularitatibna eamm positae aunt, hac tabula com- 
plectimur : 
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22 
18 
15 


13 
12 
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In hac tabula significatur 
Htera 

m ordo curvae recesaua, 
r ordo superficiei explicabilis , 
n claaaia superficiei, 

g mnltitudo tangentium duplicimn aectionia planae, 
/* multitudo puiictorum duplicium apparontium curvae recesaus , 
a multitudo planorum taugeutium inflexionaliura , 
ß multitudo cuspidum curvae recesaus, 
X ordo curvae duplicis superficiei, 
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y multitudo tangentiura dupliomm apparentiiim curvae reccssua sive 

elaasia ejus superflciei explieabills, quae generatiir planis curvain 

recessus bis tangeutibns , 
Y multitudo eontm pmictoram cnrvae recessus, per quae alia gene- 

ratrix superficiei trausit curvam in hoc puncto non tangens , 
t multitudo pnnctoriini, per quae tres generatrices superficiei 

transeunt , 
h multitudo punctorum duplicinm apparentiura curvae duplicis x'^ 

ordinis , 
II ordo superficiei explicabilis tangentibus curvae duplicis x^ ordinis 



Singuii muneri, quorum maxima pars jam a viris jll. Cayley, 
Salmon, Chaales reperta est, computati sunt secundum aequa- 
tiones, quas viri ill. Cayley et Salmon inter singularitates sim- 
plicea etirvarum duplicis curvattirae supei-ficierumque explicabilium 
intercedere docuerunt. *) 

Relinquitur, ut nonnuUas proprietates supcrficicrum explicabilium 
sexti ordinis exponamus. 

Curvae recessus sitae sunt in una aliqua superßcie secundi ordinis. 
Si curva quarti ordinis est, est intersectio partialis superficiei secnndi 
ordinis et superficiei tertii ordinis , quarum posterior per duas rectas 
generatrices ejusdem catervae prioris transit. Haec curva recessus 
generatricibus alterins catervae ter, alteriiis aemel secatur. — Si 
curva quißti ordinis est, duas babet cuspides. Per eas et Septem alia 
puncta cnrvae si superficiem secundi ordinis dueimus, tota curva in hac 
superßcie sita est, quia 2 ■ 2 + 7 = 11 puncta cum ea babet communia. 
Praeter lianc superficiem secimdi ordinis caterva superficierum tertii 
ordinis per curvam duci potest, quarum quaeque cum auperficie se- 
cundi ordinis unam rectam habet commnnem. Haec curva generatri- 
cibus alterius catervae ter, alterius bis secatur. — Si curva sexti or- 
dinis est, quatuor cuspidibus est praedita. Per has quatiioi cuspides 
et quinque alia puncta curvae si ducimus superficiem secundi oidinis, 
tota curva in hac superfioie sita est, quia 2 -4 4-5 = 13 puncta cum 
ca habet communia. Praeter hano superficiem secundi oidinis catei\a 



*) A. Cayley, Sur les courbes ä double courbure et les suvfaces d^veloppables. 
Joarn. de Matli. de M. Liouviile, vol. X, pag. 245. 18i5. Cainb. aud Diibi. Math. 
Joiirn. N. S. vol. V, pag. 18. G.Salmon, Anal. Gcom, of threc dim., pag, 234— 256; 
422—424. 
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2-i De supei'flciebus in planum euplicabiliijus primuriim scpteni ordimira, 

snperficieram tertii ordinis per haue eiirvam transit. Quarum vmam 
exhitet forma aequatioiiis harnm superficiernm, 

ace-\-2bcd—ad'^—eV—c''^ 0, 
quae tangitur omnibna planis superfteiem ipsam tangentibns. Hoic 
superficies explicabilia ioscripta et circumscripta est. 

Ergo habemus, snperflcienim explicabilium reciprocarum ratione 
habita, theorema: 

Omnes superficies expUcäbües sexH m'dinis aln supeyfidei secundi or- 
dinis sunt inscripiae, aUi drcümscriptae. 

S\mt autem superficies explicabiles , quibus caterva snperfieiemm 
secundi ordinis inseribi potest , sunt , <juibiis circumscribi potest : 
quae eaedem dnabns superiioiebus sectindi ordinis , q^uibus contactus 
est Simplex, eirciimscriptae sunt aut inseriptae, 

Tabula nostra docet, eas sup&'ficies explicabiles., guae generanüir 
tangentibus curi>arw)i dupMcium in superficiehis explicabilibiis sexti or- 
dinis sitarum, item sexti esse ordinis. Itaqne etiam illae superficies ex- 
plic(Mles sexti ordinis sunt, gme eircumscribuntur omnibtts planis duas 
generatriees earum continentibus. Vir eel. Cliasles, siiperficiera es- 
plicabilem, quae involvitur omnibtis planis bis tangentibus curvam 
recessus auperficiei explicabilis sexti ordinis et quintae elassis, sive 
per binas generatriees hujus superficiei ductia , quinti ordinis esse 
ratns est*), erronea interpretatione termini „elassis" deceptus. 

Omnia talia problemata geometrica , qnae ad solum ordinem et 
classem systematis geometrici spectant, ad problemata mere algebraica 
revocari posse , ex ipsa eornm natura perspicuum ; donee tarnen lio= 
rum solntio iu suinma generaJitate reperta sit , infirmioribus auxiliis 
ad baec minora eontendiase non poeuitebit. 

Scripai Berolini M. Jim. A. MDCCCLXIV. 

''') Chasles, Digvessiou relative aux surfaces developpaiiles dn sixieme ordre. 
L. c. pag. 719. 



y Google 



Heber die geradlinigen Flächen fünften Grrades, 



Jomnal fitf reine nnil ineereaudte MiOiem^tilr, Ei, 67, S. Sa-57. 

Die vorliegende Abhandlung ist eine weitere Ausfillirnng einer 
Arbeit über äie geradlinigen Flächen fünften Grades , welche der 
Verfasser im Juni 1864 der philosophischen Facultat hiesiger Uni- 
versität vorgelegt hat. 

Da die geradlinigen Flächen dritten und vierten Grades schon 
von den Herren Cayley, Cremona und Saluion eingehend unter- 
sucht vrorden sind , beschränkt sich der Verfasser im Folgenden auf 
die Betrachtung der geradlinigen Flächen des fünften Grades , ohne 
auf diejenigen der niederen Grade einzugehen. — 

Mit Ausnahme der erzeiigenden Geraden gehören alle ebenen 
Curven, welche auf derselben unzerlegbai-en geradlinigen Fläche liegen 
und die Eigenschaft haben, dass im Allgemeinen durch jeden ihrer 
Punkte nur eine Erzeugende gebt, in dem von Eieraanu aufgestell- 
ten Sinne zu derselben Klasse. 

Betrachtet man nämlich irgend zwei einfache ebene Curven auf 
derselben unzerlegbaren geradlinigen Fläche, von welchen keine eine 
erzeugende Gerade ist, so wird jedem nicht singulären Punkte der 
einen Curve durch die Erzeugenden der Fläche ein Punkt der anderen 
Curve auf eindeutige Weise zugeordnet. Da die erwähnte Zuordnimg 
durch algebraische Gleichungen vermittelt werden kann, so lassen 
sieh die Coordinaten eines Punktes der einen Curve rational aus- 
drücken durch die Coordinaten des diesem Punkte entsprechenden 
Punktes der anderen Curve und umgekehrt. 

Aus diesem Grunde kann man die geradlinigen Flächen nach der 
Riemannschen Klasse der auf ihnen liegenden ebenen Curven selbst 
in Klassen eintheilen. (S, d. Verf. : De stiperßciebtis in planum expli- 
cabiUbus primorwn sepfem ordinwn. *1 
*) Siehe S. 10 dieses üandcg. 
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Da jede Klasse algebraischer PuEctionen einen bestimmten Rang 
Q besitzt, — den Begriff Rang in der von Herrn Weierstrass 
festgestellten Bedeutung vorstanden — so kommt nach dem Vorher- 
gehenden jeder unzörlegharcn geradlinigen Fläche ein bestimmter 
Rang zu. 

Aus der Existenz einer einzigen einfachen geraden Leitlinie auf 
der geradlinigen Fläche, eines einfachen Kegelschnitts, einer einfachen 
Cnrve dritten Grades mit Doppelpunkt, oder überLaupt einer einfachen 
Curve mit der grössten Anzahl von Doppelpunkten kann nach dem 
Vorhergehenden der Schluss gezogen werden , dass die geradlinige 
Fläche den Rang Null hat. 

Findet sieh auf der geradlinigen Fläche eine einfache ebene Curve 
dritten Grades ohne Doppelpunkt, eine Curve vierten Grades mit 
zwei Doppelpunkten, überhaupt eine einfache ebene Curve n*™ Grades 
mit -^^ T^-i- i — 1 Doppelpunkten, soiat dieFläche vomRangcEins. 

Enthält die geradlinige Fläche eine einfache ebene Curve vierten 
Grades mit nm" einem Doppelpunkt, so ist die Fläche vom Range 
Zwei. U. a. w. 

Die Coordinaten eines beliebigen Punktes einer algebraischen 
Fläche lassen sich als rationale Functionen zweier variablen Para- 
meter s und t und einer algebraischen Function u derselben darstellen. 
Bei den geradlinigen Flächen ist es stets möglich, diese Parameter 
so zu wählen, dass die Ausdrücke für die homogenen Coordinaten 

eines beliebigen Punktes der Fläche ganze lineare Functionen des 
einen Parameters s sind, während die algebraische Grösse u nur von 
dem anderen Parameter t abhängt. 

Der andere Parameter ( kann dann so gewählt werden , dass die 
Coordinaten, wenn p = ist, in Bezug auf denselben rationale ganze 
Functionen sind; wenn p = 1 ist, rational ausdrückbar sind durch t und 
eine Quadratwurzel aus einer ganzen Function dritten oder vierten 
Grades von t; wenn p = 2 ist, rational ausdrückbar sind durch t 
und eine Quadratwurzel aus einer ganzen Function fünften oder sechs- 
ten Grades von t. — Der Fall p > 2 führt auf höhere algebraische 
Irrationalitäten. 

Diese Beziehungen gelten auch umgekehrt, so dass, wenn man 
für X -.y :^:w Ausdrücke setzt , die in Bezug auf t und u rational, 
in Bezug auf s linear und ganz sind, während zwischen den Grössen 
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t und u eine unzerlegbare algebraische Grleicliung f(i, m) = besteht, 
man eine algebraische geradlinige Fläche erhält , welche Im Allge- 
meinen SU derselben Klasse gebort, wie die G-leichung f(t,u) = 0, 
und von demselben Range ist wie diese. 

Zur geometrischen Construction der besonderen I'älle der gerad- 
linigen Flächen fünften Grades werde ich mich meist der Anschauung 
bedienen, die Flächen entstehen zu lassen als geometrischen Ort der 
geraden Verbindungslinien entsprechender Punkte zweier Curven, 
welche in der "Weise auf einander bezogen sind, dass jedem Punkte 
der einen ein Punkt der andern entspricht und umgekehrt. 

Für die analytische Darstellung werde ich annehmen, es seien 
aus den Ausdrücken für die homogenen Coordinaten x:y:z:iv durch 
Elimination von s zwei in Bezug auf x,y,z,w lineare homogene 
Grleichungen hergeleitet, deren Coefficienten rationale Functionen der 
Grrössen t und m sind, so dass die Fläche der geometrische Ort der 
Durcbschnittslinien der durch diese Gleichungen dargestellten Ebenen ist. 



AUgemeineUntersuchung derverschiedenen möglichen 
geradlinigen Flächen fünften G.rades. 

Eine durch eine Erzeugende einer geradlinigen Fläche fünften 
Grades gelegte Ebene bat ausser der Erzeugenden mit der Fläche 
noch ein ebenes Curvengebilde vierten Grades gemeinsam. 

Von den vier Durchschnittspunkten der Geraden mit diesem Ge- 
bilde ist nur einer Berührungspunkt der Ebene und der Fläche; die 
anderen drei Durchschnittspunkte siud zugleich Doppelpunkte der 
Fläche, durch welche daher ausser der einen Erzeugenden noch je 
eine zweite Erzeugende der geradlinigen Fläche hindurchgeht. 

Jede Erzeugende der Fläche wird also im Allgemeinen von drei 
anderen Erzeugenden geschnitten, und es gibt daher unendlich viele 
Ebenen, welche durch zwei Erzeugende der Fläche hindurchgehen. 

Die Betrachtung dieser Ebenen bietet den Ausgangspunkt für 
unsere Untersuchung. 

Jede Ebene , welche durch zwei erzeugende Gerade einer gerad- 
linigen Fläche fünften Grades hindurchgeht, schneidet die Fläche 
ausser in den beiden Geraden noch in einem Curvengebilde dritten 
Grades, Dieses Gebilde kann unzerlegbar sein oder selbst wieder 
zerfallen. 



y Google 



28 üeltr die geradliüigeti Fläuheii füuftbn Grales. 

Wenn iiberliaiipt der Schnitt einer Ebene und einer unzerlegbaren 
geradlinigen Fläclie zerfällt, so kann derselbe mir in eine gewisse 
Anzahl Erzeugende und einen unzerlegbaren Theil von der Beschaffen- 
heit zerfallen, dass durch jeden Punkt desselben mindestens eine Er- 
zeugende geht, voransgesetzt, dass die Fläche nicht eine Kegel- oder 
Cylinderfläehe ist und der Schnitt durch dessen Mittelpunkt bezie- 
hungsweise den Erzeugenden der Cylinderfläehe parallel geführt wird. 

Die Kegel- oder Cylinderflächen schliessen wir von unserer Be- 
trachtung aus. 

Im vorliegenden Ealle kann der unzerlegbare Theil sein eine ein- 
fache oder mehrfache Gerade , durch welche alle Erzeugenden der 
Fläche hindurchgehen, oder ein Kegelschnitt, oder eine Curve dritten 
Grades. 

A. Ist der unzerlegbare Theil eine einfache Gerade, ein Kegel- 
schnitt oder eine Curve dritten Grades mit einem Doppelpunkt, so 
ist die geradlinige Fläche vom Range Null. 

Es ist übrigens zu bemerken, dass auf einer unzerlegbaren gerad- 
linigen Fläche von höherem als dem vierten Grade nni' ein einfacher 
Kegelschnitt liegen kann, weil durch zwei einfache Kegelschnitte, 
welche punktweise eindeutig auf einander bezogen sind, stets eine 
geradlinige Fläche vierten Grades bestimmt wird. 

-ff. Ist der unzerlegbare Theil eine Curve dritten Grades ohne 
Doppelpunkt, so ist die geradlinige Fläche vom Range Eins, 

C. Eine besondere Betrachtung ist nun für den Fall anzustellen, 
dass die geradlinige Fläche fünften Grades eme gerade Leitlinie ent- 
hält, welche eine mehrfache Linie der Flache ist. 

a. Ist die Gerade eine zweifache, so schneidet jede durch die- 
selbe gelegte Ebene die Fläche noch in drei Erzengenden, weil der 
Schnitt dieser Ebene ausser der zweifachen Leitgeraden keinen un- 
zerlegbaren Theü mehr enthalten kann. 

Durch jeden Punkt der Doppelgeraden geht nun entweder nur 
eine von ih]- selbst verschiedene Erzeugende, und dann ist die Fläche 
vom Range Null, oder es gehen durch jeden Punkt derselben zwei 
von ihr verschiedene Erzeugende hindurch. 

Im letzteren Falle geht die Ebene dieser beiden Erzeugenden im 
Allgemeinen nicht durch die Doppelgerade hindurch. 

Gesetzt nämlich, dies wäre der Fall, so enthielte jede durch die 
Doppelgerade gehende Ebene immer zwei Erzeugende, welche sich 
auf der Doppelgeraden schneiden, und eine dritte Erzeugende, welche 
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nicht aucli noch diircli den Schnittpimkt (1er beiden auderen liinduroh- 
gelieii lianu, weil die Leitgerade nur eine zweifaelie ist. 

Diese dritte Erzeugende schneidet also die Doppelgerade in einem 
anderen Punkte. Durch denselben muss noch eine zweite Erzeugende 
der Fläche gehen, die aber nicht mehr in der betrachteten Ebene 
liegen bann. Die Ebene der beiden durch den letztgenannten Punkt 
gehenden Erzeugenden enthält also die Doppelgerade nicht. Die Yor- 
aussetzung, dass die Ebene der zwei durch denselben Punkt der Doppel- 
geraden gehenden Erzeugenden die Doppelgerade stets enthalten könne, 
ist denuiach für den Fall einer unzerlegbaren geradlinigen I"läche als 
nicht zulässig erwiesen. 

Betrachten wir nun den Schnitt der Ebene, welche die zwei durch 
denselben Punkt der Doppelgeraden gehenden Erzeugenden enthält, 
so kann diese keine dritte Erzeugende mehr enthalten, weil diese 
auch durch die Leitgerade gehen miisste, welche der Voraussetzung 
zufolge nur eine doppelte Linie der Fläche ist. Diese Ebene schneidet 
daher aus der Fläche entweder eine unzerlegbare Curve dritten Grades 
(s. Ä. und B.) oder eine dreifache Gerade aus. 

Legt man im letzten Falle, in welchem die Fläche eine zweifache 
und eine dreifache Leitgerade hat, durch eine Erzeugende der Fläche 
eine Ebene , welche keine der beiden geraden Leitlinien enthält , so 
schneidet dieselbe die Fläche ausser in der Erzeugenden noch in einer 
ebenen Curve vierten Grades, welche in dem Punkte, in welchem die 
Ebene von der dreifachen Geraden geschnitten wird, einen Doppeh 
punkt besitzt. 

Enthält nun die geradlinige Fläche kehie doppelt« 
so hat die Curve vierten Grades keinen weiteren Doppelpunkt und 
ist demnach vom Range Zwei; enthält die Fläche aber eine oder zwei 
Doppelerzeugende, so ist dieselbe vom Range Eins, beziehungsweise 
vom Range Null, weil dann die Curve vierten Grades noch einen, 
beziehungsweise noch zwei Doppelpunkte erhält. 

Jede geradlinige Fläche fünften Grades, welche eine doppelte Er- 
zeugende enthält, die nicht zugleich eine Leitgerade ist, enthält un- 
endlich viele ebene Cnrven dritten Grades , welche aus der Fläche 
von dem Ebenenbüschel ausgeschnitten werden, dessen Äxe die Doppel- 
gerade ist. 

h. Ist der von einer Ebene, welche zwei Erzeugende enthält, 
ausgeschnittene unzerlegbare Theil eine dreifache Gerade , so können 
drei Fälle eintreten; durch jeden Punkt derselben gehen entweder 
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nur eine, oder zwei, oder drei von dcv Leitlinie versclnedene Erzen- 
gende hindurcli. 

Geht durch jeden Punkt der Leitlinie nur eine von derselben 
verschiedene Erzeugende, so ist die Fläche vom Eange Null. 

Greben dui*ch jeden Punkt derselben zwei von der Leitlinie ver- 
schiedene Erzeugende, und geht die Ebene derselben nicht durch die 
dreifache Gerade, so hat diese Ebene mit der Fläche entweder eine 
unzerlegbare Curve dritten G-rades, — füi- eine besondere Lage mög- 
licherweise einen Kegelschnitt, — oder eine mehrfaclic, — in diesem 
Falle doppelte, gerade LeitKnie gemeinsam. Beide Fälle sind bereits 
erledigt. 

Geht aber die Ebene der zwei Erzeixgenden stets durch die drei- 
fache Gerade hindurch, schneiden sich also die beiden von einer be- 
liebigen durch die dreifache Gerade gelegten Ebene ausgeschnittenen 
Erzeugenden stets auf der dreifachen Geraden, so gibt es ausser 
dieser Geraden und möglicherweise vorhandenen Doppelerzengenden 
keine mehrfache Linie auf der Flache. 

Legt man in diesem Falle durch eine Erzeugende eine beliebige 
Ebene, so schneidet diese die Fläche noch in einer Curvc vierten 
Grades , welche an der Stelle, wo die Ebene von der dreifachen Ge- 
raden geschnitten wird, einen Doppelpunkt besitzt, Die Fläche ist 
also, wenn sie nicht Doppelerzeugende enthält, vom Range Zwei. 

Ist drittens die dreifache Gerade so beschaffen, dass durch jeden 
Punkt derselben drei von ihr verschiedene Erzeugende gehen, so muss 
eine Ebene esistiren , welche zwei derselben enthält , ohne die drei- 
fache Gerade zu enthalten ; diese Ebene schneidet nun entweder die 
näche noch in einer unzerlegbaren Ciu've dritten Grades, oder in einer 
mehrfachen (zweifachen) Geraden, Fälle, die bereits klassificirt sind. 

Endlich gehört hierher noch der Fall, in welchem der ausge- 
schnittene unzerlegbare Theil eine dreifache Gerade ist, mit der aber 
eine der beiden Erzeugenden stets zusammenfällt; die Fläche flinften 
Grades enthält dann also eine vierfache Gerade. 

Jede Ebene, welche durch eine vierfache Gerade einer Fläche 
fünften Grades gelegt wird, schneidet die Fläche nur noch in einer 
Geraden. Daher ist jede Fläche fünften Grades mit einer vierfachen 
Geraden eine geradlinige Fläche und ist als solche vom Range Nrtll. 

Wir fassen nmi die Ergebnisse der Untersuchung dieses Para- 
graphen wie folgt zusammen: 

Eine unzerlegbare geradlinige Fläche fünften Gra- 
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des, welche keine Kegelfläcbe lat, ist entweder vom 
Range Null, oder vomltange Eins, oder vomBange Zwei. 

Die Jläolien vom Range Null und vom Range Eins 
enthalten, mit einer gleich anzugebenden Ausnahme, 
eine unendliche Schaar vonCurven dritten trrades, und 
demnach ist eine solche Fläche geometrisch construir- 
bar durch Vermittelang zweier Curven dritten Grades, 
die punktweise eindeutig auf einander bezogen werden. 

Hiervon sind ausgenommen und es enthalten keine 
einzige unzerlegbare Curve dritten Grades diejenigen 
Flächen vom Range Null, welche eine einfache gerade 
Leitlinie haben, durch deren jeden Punkt nur eine von 
der Leitlinie verschiedene Erzeugende geht. 



sondere Betrachtung 
ten Grade 



§2. 
der geradlinigen Flächen fünf- 
vom Range Null, 
Die Gleichungen der beiden Ebenen, durch deren Durchschnitt für 
jeden Werth des Parameters t eine Erzeugende der geradlinigen Fläche 
bestimmt wird, seien 

E = at''' + ht'"--'+- ■ ■ +pt+Q = I . 
E'= a'f-\-b't'-'+---+iyt + q'= i — ' 

wobei a,h,- ■ ■ q, a', h',-- • g' homogene lineare Functionen der vier ho- 
mogenen Coordinaten darstellen. 

Die Elimination des Parameters t ergibt eine homogene G-leichung, 
welche in Bezug auf a,b, ■ • ■ q vom )i'™ Grade, in Bezug auf a', b', ■ ■ ■ q' 
vom m^"' Grrade ist, stellt also eine Fläche vom (sw + «)*"" Grade dar. 

Wenn die beiden Gleichungen E = imd E' = für jeden 
"Werth von t nur eine Gerade, also für keinen Werth von t eine ganze 
Ebene darstellen , so kann die Eliminationsgleichung keinen ausser- 
weaentlichcn. Factor enthalten. 

Stellen aber die Gleichungen E ^ und JE' = fiir einen Werth 
( = t„ dieselbe Ebene dar, so geht die Gleichung derselben als ausser- 
wesentlioher Factor in die Eliminationsgleichung ein. In diesem Falle 
denken wir uns eine Constante h so bestimmt, dass der Ausdruck 
E—liE' für t := t^ identisch verschwindet, was stets möglich ist. 
Der Ausdruck E—hE' ist diu^ch t—t^ theUbar, so dass 
E-hE' = {t-QE". 
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Äi! die Stelle der Ebene E = setzen wir mm die Ebene E" =^ 0. 
Hiermit faliren wir so lange fort, bis kein "Wei-th von t mehr übrig 
ist, fiir den beide Gleichungen gleichzeitig eine ganze Ebene darstellen. 

Die Müglichkeit, dass die Eliminationsgleielinng , welche jetzt 
keinen ansserwesentlichen Factor mehr enthalten kann, eine Potenz 
sei, d. h. dass jede Erzeugende durch beide Grleichimgen für mehr als 
einen "Werth von t dargestellt werde, schliessen wir hiei' aus, da wir 
wissen , dass die zu betrachtenden Flächen so dargestellt werden 
können, dass jeder einfachen Erzeugenden nur ein Werth des Para- 
meters entspricht. 

Soll also die Eliminationsgleichung unzerlegbar imd vom fünften 
Grade sein , so ist m + n gleich 5 zu setzen. Es sind demnach nur 
die beiden Fälle zulässig: 

,,)(== 4; B ^ af+hf + cf + dt + e = ü, 

^ '^ \ n ^ 1; E'= pt-\-q = 0; 

j m = 3; E = at' + U' + l't + a' = 0, 

'^ ■-" i)i = 2; E'= pt' + qt -i-r ^ 0. 

A. Da der Grad einer geradlinigen Fläche durch TJebergang zu 
der reeiproken Polarfläche nicht geändert wird, so ist es erlaubt,, von 
diesen Ebenengebildeii gleich zu den entsprechenden Punktgebilden 
überzugehen. Wir erhalten also folgende Sätze: 

I. Besteht zwischen denPunkten einerGeraden und 
den Punkten einer Curve vierten Grades vom Range 



tiges Ent- 
'bindungs- 
Fläche 



tig an die 



Null ein eindeutiges punktweises gegense 
sprechen, so ist der geometrische Ort derVe 
linien entsprechender Punkte eine geradlinij 
fünften Grades vom Range Null. 

IP. DerselbeSatz gilt, wennman gleichz 
Stelle derGeraden einen Kegelschnitt und an dieStelle 
der Curve vierten Grades eine Curve dritten Grades 
vom Range Null setzt. 

Ein solches Entsprechen kann geometiisch in allgemeinster Weise 
durch mannigfaltige Beziehungen, z. E, dadurch hergestellt werden, 
dass man sich den Kegelschnitt und die Ranmcurve dritten Grades 
auf demsolhcn Kegel zweiten Grades denkt und die Punkte beider 
durch die Seiten des Kegels eindeutig einander zuordnet. 

Als GrenzfaR ist besonders zu betrachten der Fall, in welchem 
der Kegelschnitt zu einer doppelten Geraden wird. 
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IV', Ordnet man den Punkten einer Curve diütten 
Grades vom Eange Null in der "Weise die Punkte einer 
Greraden zu, dass jedem Punkte der ersteren ein Punkt 
der letzteren, jedem Punkte der letzteren aber zwei 
Punkte der ersteren entsprechen, so ist der geometri- 
sche Ort der Verbindungslinien entsprechender Punkte 
eine gera dlinige Fläche fünften Grrades vom Eangc Null. 

Setzt man im zweiten Falle an die Stelle der Ebene E' = 
eine Ebene E+k(i — t^)E' = 0, so gelangt man, dem Vorigen ent- 
sprechend , zu dem Satze : 

n. Man erhält eine geradlinige Fläche fünften 
Gi-rades vom Range Null, wenn man die Punkte zweier 
Curven dritten Grades, welche beide vom Range Null 
sind, eindeutig auf einander bezieht, einen Punkt der 
einen mit dem ihm entaprechenden Punkte der anderen 
zusammenfallen lässt und die entsprechenden Punkte 
durch gerade Linien mit einander verbindet. 

Aus den angestellten Betrachtungen geht hervor, dass jede ge- 
radlinige Fläche fünften G-r ade s vom Range Null durch 
eine der angegebenen Constructionen I. und IL, oder L, 
II"., IP. erhalten werden kann. 

JB. "Wir beschäftigen uns nun mit der Doppeleurve der betrach- 
teten Flächen und fassen darauf (C) einige Fälle , in denen sie zer- 
fallt, näher ins Äuge, ohne uns jedoch hierbei ein Erschöpfen des 
Stoffes zum Ziele zu setzen. Die einzelnen Arten der geradlinigen 
Flächen fünften Grades vom Range Null, die sich durch die Betrach- 
tung der Doppeleurve ergeben., bezeichnen wir der Reihe nach durch 
beigesetzte römische Ziffern. 

In dem ersten Falle (m = 4, n = 1) (s. die Gleichungen auf 
S. 32) ist die Gerade p ^= , q = eine vierfache Gerade der 
Fläche. — (L) 

In dem zweiten Falle ( m ^ 3 , ^^ ^ 2 ) ist die Gleichung der 
Fläche 

; 
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34 Ueber ili« geradüniguii Flächen fünften Gfados. 

Diircli tlieilweise Elimination erhält man die GrleicLungen 

(aq~-hp)f + (ar—h'p)t — a'p s= 0, 
arf'\-(br'-a'p)t + b'r—a'q = 0; 

es lässt sich also die Gfleiohnng der Fläche auch in folgende Torrn 
setzen 

I <^^ — ^P <""' — ^'P — C''P I 

\ p <i r j = 0. 

I ar hr — a'p b'r—a'q \ 

Indem man fortfährt, z-wischen den beiden soeben erhaltenen Ulei- 
chmigen, weiche in Bezng anf den Parameter t vom zweiten Grade 
sind, und der Gleichung E' ^ Q zu eliminiren, erhält man folgende 
Gleichungen 

(fit + rp^ = 0, 

(p^f + 9)5 = f| 

(p^it -i- (p^ =; 0, 
wenn man die Ausdrücke 

{aq~hp)q-im--b'p)p, 

(aq—bp)r + a'p^ = aqr—(b}-~a'p)p, 

(ar—h'p)r-i-a'pq = ar'~(h'r~a'g)p, 

(hr — a'p)r—{b' r—a' q)q 

der Reihe nach mit <p^, rp^, tp^, <p^ bezeichnet. Die Gleichung der 
Fläche erscheint nun unter den Formen 



(p\ — cp^(p^ = 0, 

in weleheu sie mit den ausserwesentlichen Factoren p = 0, q = 0. 
r T= behaftet ist. 

Ans den identischen Gleichungen 

ffp^ — q^'Pi-Vprp.^ ^ 0, 

geht hervor, dass die Flächen (p, = ü, fp^ = 0, 9^ = 0, qj^ ^ 
durch dieselbe Curve hindurchgehen, wenn diejenigen Theile ihrer 
Durchschnitte ausgeschlossen werden, die in den Ebenen ^ = 0, 
j = 0, r = liegen ; femer geht aus denselben, in Verbindung mit 
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den G-leichuiigen der Fläche , hervor , das« diese allen vier flächen 
gemeinschaftliche Cuitc eine Doppelcurve der Fläche ist. 

Die Flächen 9^ = und «p^ = (I haben drei gerade Linien ge- 
meinschaftlich : 

p = 0, r = 0, 

p = 0, « = 0, 

r =- ü, «'= 0, 

also ist die Curve, welche sie ausserdem gemeinschaf'tiich haben, vom 
sechsten Grrade ; dieselbe hat im Punkte p = 0, g = 0, )■ = einen 
dreifachen Punkt, weil durch diesen Punkt, der für die Flächen gu^ = 
und fp, = ein Doppelpunkt, also für deren Durchschnittslinie ein 
vierfacher Punkt ist, nur eine der drei den beiden Flächen gemein- 
schaftlichen G-eraden geht. 

Die Mäche ifl~<p,<Ps = wird umhüllt von der Mäckenschaar 

jede dieser Flächen dritten Grades schneidet die geradlinige Fläche 
fünften Grades in der Doppelcurve sechsten Grades, berührt dieselbe 
längs einer Erzeugenden und geht ausserdem noch durch eine Erzeu- 
gende der Fläche hindurch. Dasselbe gilt für die Flächenschaar 

<p,f-h2q>J + <p, = 0. 

Jede Erzciigende der Fläche schneidet dreimal die Doppelcurve, also 
kann diese nicht auf einer Fläche zweiten Grades liegen, weil sonst 
jede Erzeugende der Fläche zugleich Erzeugende der Fläche zweiten 
Grades sein müsste. — Durch jeden Punkt der Curve gehen zwei 
Erzengende , von denen jede die Curve noch zweimal schneidet ; der 
Kegel fünften Grades, welcher die Doppelcurve zur Leitlinie und 
einen Punkt derselben zum Mittelpunkt hat, enthält also zwei dop- 
pelte und eine dreifache Erzeugende wegen des dreifachen Punktes ; 
die Curve sechsten Grades ist also im Allgemeinen vom Range Eins. 

Da auch eine vierfache Gerade für eine Doppelcurve sechsten 
Grades zählt , so haben wir den Satz : 

Alle geradlinigen Fl ä eben fünften Grades vom Range 
Null haben eine Doppelcurve vom sechsten Grade, wel- 
che nothwendig einen dreifachen Punkt besitzt. — (11.) 

Derselbe lässt sich wie folgt umkehren : 

Jede unzerlegbare Fläche fünften Grades mit ei- 

3* 
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ner Doppelcurve sechsten Grades ist eine geradlinige 
Fläche vom Range Null. 

Die Richtigkeit dieses Satzes ist evident, wenn die Doppelcurve 
sechsten Grrades unzerlegbar ist; denn in diesem Falle gibt es, vor- 
ausgesetzt, dass die Doppelcurve nicht einen vierfachen Punkt hat, 
imendlich viele gerade Linien , welche die Doppelcurve in drei von 
einander verschiedenen Punkten schneiden, mit der Fläche sechs Punkte 
gemeinsam haben und daher ganz auf der Fläche liegen müssen. 

Der Kegel nämlich, für welchen eine Raumcnrve Leitlinie ist, 
und dessen Mttelpnnkt ein Punkt der Curve ist, hat für alle Paum- 
curven von höherem als dem vierten Grrade Doppelkanten. Unter 
diesen sind, wenn der Pvmkt auf der Curve nicht in singulärer Lage 
gewählt wird, und die Curve, ist sie vom fünften Grade, nicht etwa 
einen dreifachen Punkt, ist sie vom sechsten Grade, nicht etwa einen 
vierfachen Punkt, ist sie vom n*'" Grade, nicht einen (« — 2)facLen 
Punkt besitzt, jedesmal solche enthalten, welche die Curve in drei 
von einander verschiedenen Punkten schneiden. 

Eine Doppelcurve sechsten Grades mit einem vierfachen Punkte 
kann aber eine unzerlegbare Fläche fünften Grades aus dem Gi-unde 
nicht haben, weil der vierfache Punkt der Doppelcurve zugleich ein 
vierfacher Punkt der Fläche und der Kegel zweiten Grades, auf wel- 
chem die Curve liegt, ein Theil der Fläche sein würde. 

Diese Schluasweise kann nicht ohne Weiteres auf alle Falle aus- 
gedehnt werden, in denen die Doppelcurve sechsten Grades in Curven 
niederer Grade zerfällt; eine genauere Untersuchung zeigt aber, dass 
der obige Satz auch in diesen Fällen noch richtig bleibt, 

C. Die Doppelcurve sechsten Grades der geradlinigen Flächen 
fünften Grades vom Range Null kann auf mannigfache Weise zer- 
fallen. Einige der hierbei möglichen Fälle wollen wir hier näher be- 
trachten. 

Es sei zunächst auf der Fläche eine dreifache Leitgerade 
vorhanden. 

Sind p^ ^ und g, = die Gleichungen zweier durch die drei- 
fache Leitgerade gehenden Ebenen, so lässt sich jede andere diirch 
dieselbe Leitgerade gehende Ebene durch die Gleichung p^^' + q, = 



Eine solche Ebene schneidet aus der Fläche zwei 
aus , die von der Leitgeraden im Allgemeinen verschieden sind ; zu 
jedem Werthe von A' gehören also zwei Werthe des Parameters ('; 
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zu jeder Erzeugeaden, also auch zu jedem Werthe von t' geli(3rt aber 
nur eine Ebene, welche die Leitgerade enthält , also aiieh nur ein 
"Werth von k'. 

Hieraus folgt, dass l' eine rationale Function zweiten Graden 
des Parameters t' ist. 

Die zwischen den beiden G-rÖssen A' und t' bestehende Gleichung 
kann man durch liiieai'e Substitution beider Variablen auf die Form 

X ^ f 

bringen, Denkt man sich dies ausgeführt , so erhält mau als allge- 
meine Gleichungen einer geradlinigen Eläehe fünften Grades mit einer 
dreifachen Leitgeraden 

pf + q = 0, 

at^-\-hf + h't-\-a' = Ü; 

{a<i-h'p)t +(Jg-ö'p) = 0, 

{a(i-h'py(i-\-{a'p-})qfp = 0. 

Jede der beiden Ebenen %> = \) und 5 = berührt die Fläche längs 
einer Geraden. 

[Gehen durch jeden Punkt der dreifachen Geraden nicht drei, 
sondern nur zwei oder nur eine von derselben verschiedene Erzeu- 
gende, so ist die dreifache Gerade eine besondere Lage der Erzeu- 
genden oder eine Doppelerzeugende der Fläche , und die Gleichung 
at^-^ht^-\-h't-^a' = muss dann liir einen oder für zwei Werthe des 
Parameters t eine durch die dreifache Gerade gehende Ebene darstel- 
len, oder die Form haben : 

Ausser der dreifachen Geraden ^j ^ 0, ^ = ü enthält die Fläche 
als Doppelcurve die Raumcurve di'itten Grades, in welcher sich die 
Flächen 

aq—b'p = 0, bq — a'p = 0, aa'—hh' = 

schneiden; dieselbe hat mit der dreifachen Geraden zwei Punkte ge- 
meinsam. — (ni.) 

Diese Curve dritten Grades kann in einen Kegelschnitt und eine 
Gerade oder in drei Gerade zerfallen. 

Damit dieselbe in einen Kegelschnitt und eine Gerade zerfalle, 
ist nothwendig und hinreichend, dass die beiden Flächen aq—h'if = 
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und hg^—a'p =^ ausser der Creraden jj i= 0, g = noch eine Gerade 
der anderen Schaar gemeinsam haben ; liegt diese in der Ebene 
pK,, + g ^= 0, sü hat man die identische Gleichung 

Unter dieser Voraussetzung ist, ebenfalls identisch, 

und es Hegt der beiden Flächen gemeinschaftliche Kegelschnitt in 
der Ebene a—xj}-~^^p = s = 0. 

Wir haben dann als Gleichung der Fläche 

{s{pX^-{-q) + K^m~-a'p)fq-'r{hq_~a'pfp = ü. — (IV.) 

Die Gerade iiAo+g = 0, a'+hX^ = ist in diesem Falle eine dop- 
pelte Erzeugende der Fläche. 

Haben beide Flächen zweiten (iiradea ag^—b'p ^ und bq—a'p = 
vier Gerade gemeinsam, zwei von jeder Schaar, so ist diejenige Ge- 
rade, welche mit i> = 0, g == zu derselben Schaar gehört, eine 
zweifache Leitlinie , während die beiden anderen Doppelerzeugende 
der Fläche sind. 

Wir erhalten die allgemeine Gleichung dieser Flache ans der 
vorigen, wenn wir die Bedingung hinzufügen, dasa die Ebene s = 
durch zwei Erzeugende der Fläche bq—a'p = hindurchgehen soll. 

Liegt die eine derselben in den Ebenen pX^+q ^= 0, a'+il, = 0, 
so hat die Gleichung der Ebene s die Form 

s == a(pl, + q) + ß{a'+bl,), 

und diese Ebene schneidet die Fläche noch in der Geraden 

,s- = II, a{p?., + (i) + ii(a'+hA^) = r = 0. 

Dann ist identisch 

-^ [s (i''l„+ ^ )- r (iU; -i- (j-)]. 

Schreibt man nun p' für pX^^ + q, (/ für pl^ + q, so erhält die allge- 
meine Gleichung der Fläche die Form : 

(pp's~vq'ryq. + {(t'p's—v'g'rfp = 0, 

worin ji , " , ft', v' willkürliche Constanten bezeichnen ; ^) r^ 0, 5 = 
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sind die Gleichungen der dreifaoben, *■ = (), s = die G-leichitngen 
der zweifachen geraden Leitlinie ; j)' = 0, ?• ^= und g' = 0, s =^ 
sind die Gleichungen von zwei Doppelerzeugenden der Mäche. — (V.) 

Die beiden Flächen zweiten Grades äff — &'ß = und hq—a'^i = 
liijnnen sich auch längs der Geraden p = 0, ff = berühren; dann 
ist in dem Ausdrucke für s die Constante ß gleich Null zu setzen, 
und wir erhalten als allgemeine Form der Gleichung der Fläche 

[ä(„(ö?— a» + aj3'ff']'ff + (Jff-a'i))=p — 0. 
Dann enthält die Fläche neben der dreifachen geraden Leitlinie eine 
überall unendlich nahe zweifache gerade Leitlinie und ausserdem zwei 
in den Ebenen jj' = und ^ = Q liegende doppelte Erzeugende. 
Das Hyperboloid bq — a'p = berührt die Fläche längs der Geraden 
j) = 0, ff ^ und schneidet diese als fünffache Gerade aus. 

Entwickelt man die obige Gleichung, so wird für jeden Punkt in 
der Nähe der Geraden j? = 0, ff = nur das Glied 

lj) + }t^g)(iff— ([»' 
unendlich klein von der dritten Ordnung. Die Ebene p + xl(i = iwt 
eine Tangentialebene der Fläche längs dieser Geraden; dieselbeschnei- 
det aus der Fläche diese Gerade vierfach ans. 

Die beiden anderen Tangentialebenen der Fläche in jedem Punkte 
dieser Geraden fallen jedesmal mit .der Tangentialebene der Fläche 
bq—a'p = zusammen. 

Man kann daher sagen , dass die betrachtete Fläche längs der 
Geraden p ^ 0, 2 = des Hyperboloids bq—a'p = sicli selbst 
berühre. 

Jede durch die Gerade p = 0, q = gelegte Ebene schneidet 
aus der Fläche zwei sich auf der Leitgeraden schneidende Erzeugende 
aus. Denkt man sich einen Theil der Fläche durch stetige Verände- 
rung der einen dieser Geraden, einen zweiten durch stetige Verände- 
rung der zweiten Geraden erzeugt, so berühren sich beide Theile, 
und es rechtfertigt sich die gebrauchte Bezeichnung Selbstberüb- 
r u n g für diese Singularität der Fläche. — 

Die hier betrachtete Singularität ist dieselbe, welche Herr Cay- 
ley in seinem Second Mcmoir ort Skew Surfaces, othertoise Scrolls, Phil. 
Trans, vol. 154, (1865) pp. 559 — 577 als line twofold bezeichnet. 

Auf einen allgemeineren Fall als den betrachteten, der sich von 
ihm durch Wegfall der beiden Doppelerzeugenden unterscheidet, wer- 
den wir in § 4 zurückkommen. 
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Wir betrachten nun den Fall, in welchem die geradlinige Fläche 
fünften Grades vom Range Null eine doppelte Leitgerade hat. 
Durch eine Ueberlegving , welche der im vorigen Falle der drei- 
fachen Leitgeraden durchgeführten ganz analog ist, zeigt man, dass 
man aus dem allgemeinen Palle den vorliegenden erhält, wenn man 
festsetzt, dass die Ebenen a = 0, ö = 0, 6' =: 0, a' ^ durch die- 
selbe Gerade gehen. 

Die Doppelcurve, welche die Fläche ausser der doppelten Leitge- 
raden besitzt, ist vom fünften Grrade ; dieselbe hat, ebenso wie im allge- 
meinen Falle die Doppelcurve sechsten Grrades, einen dreifachen Punkt 
und liegt daher auf einem Kegel zweiten Grades, dessen Mittelpunkt 
dieser dreifache Punkt ist. In Folge dessen ist dieselbe vom Range 
Null vmd hat demnach ausser dem dreifachen Punkte noch drei 
scheinbare Doppelpunkte. Mit der doppelten Leitgeraden hat dieselbe 
zwei Pimkte gemeinsam. Umgekehrt ist jede Raumcurve fünften Gra- 
des mit den genannten Eigenschaften im Verein mit einer dieselbe 
zweimal schneidenden Geraden Doppelcurve einer geradlinigen Fläche 
fünften Grades. ^ (VI.) 

Von jedem Punkte der Geraden gehen nämlich zwei von der Ge- 
raden verschiedene, die Curve fünften Grades zweimaJ schneidende 
Strahlen aus, und in jeder durch die Leitgerade gelegten Ebene lie- 
gen drei derselben. 

Die Carve fünften Grades kann dadurch zerfallen, dass eine dop- 
pelte Erzeugende auftritt. Diese Doppelgerade muss, weil sie auf 
dem Kegel zweiten Grades liegt, durch den dreifachen Punkt hin- 
durchgehen ; der Rest der Doppelcurve ist eine Ctirve vierten Grades 
mit einem Doppelpunkt, welche von der doppelten Leitgeraden in 
einem Punkte geschnitten wird. Umgekehrt ist auch eine Raumcurve 
vierten Grades mit einem Doppelpunkte im Verein mit einer Geraden, 
von der sie einmal gesclinitten wird , Doppelcurve einer geradlinigen 
Fläche fünften Grades, welche ausserdem eine doppelte Erzeugende 
enthält. — (Vn.) 

Wir nehmen nun an, die Doppelcurve sechsten Grades zerfalle, 
ohne dass sich Leitgerade unter den Tlieilen befinden. 

In zwei Curven dritten Grades kann <lie Doppelcurve sechsten 
Grades aus dem Grunde nicht zerfallen, weil die eine derselben von 
jeder Erzeugenden zweimal geschnitten werden müsste. Diese Be- 
stimmung würde die andei'e Raumcurve einfach lassen. 

Wir nehmen also an, die geradlinige Flächti habe einen 
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doppelten Kegelschnitt; der Rest der Doppelcurve ist 
eine Cnrve vierten G-rades und zwar mit einem Doppel- 
punkte, durch welchen der doppelte Kegelschnitt hin- 
durchgeht. Ausserdem hat der Kegelschnitt noch zwei 
Punkte mit der Raum cur ve vierten G-rades gemeinsam.^ 

(vm.) 

Dies folgt daraus, dass die Doppelcurve einen dreifachen Punkt 
hahen muss, und daraus, dass die Ebene des doppelten Kegelschnitts, 
welche aus der Pläche nur noch eine Erzeugende ausschneidet, keinen 
mehrfachen Punkt enthalten kann, der nicht auf dem Kegelschnitt 
selbst liegt. 

Die genannten Bedingungen sind auch dafür hinreichend , dass 
ein Kegelschnitt und eine Raumcurve vierten Grades mit Doppel- 
punkt Doppelcurve einer geradlinigen Fläche fünften Grades sei. 

Da wir vorausgesetzt hatten , dass die Eläche keine mehrfache 
gerade Leitlinie enthalte, so enthält sie entweder eine einfache gerade 
Leitlinie oder einen einfachen Leitkegelschnitt. 

Im ersteren Ealie lassen sich die Gleichungen der Erzeugenden, 
wenn wir zu den reciprokpolaren Gebilden übergehen, auf die Form 

ai* + bf + c = 0, 
pt + q = 
bringen. 

Betrachtet man nun die einfache Leitgerade und die Doppelcurve 
vierten Grades als Leitlinien für einen Stralü, welcher die Leitgerade 
einmal und die Curve vierten Grades zweimal schneidet, so überzeugt 
man sich, dass ausser der geradlinigen Fläche fünften Grades noch 
eine geradlinige Fläche bestimmt wird, da die Curve vierten Grades 
zwei scheinbare Doppelpunkte hat und demnach von jedem Punkte 
der Leitgeraden zwei Strahlen ausgehen. 

Eine Gerade und eine Curve vierten Gerades mit zwei scheinba- 
ren Doppelpunkten bestimmen auf diese Weise im Allgemeinen eine 
geradlinige Fläche achten Grades; denn jede durch die Gerade ge- 
legte Ebene enthält vier Doppelpunkte , entsprechend sechs Geraden, 
imd die Gerade selbst ist eine doppelte. 

Liegen auf einer geradlinigen Fläche fünften Gra- 
des eine einfache Leitgerade und eine Doppelcurve 
vierten Grades, so geht durch diese beiden Linien nocli 
eine geradlinige Fläche dritten Grades, von der jede 
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Erzeugende die Leitgerade einmal und die Doppel- 
carve vierten Grades zweimal schneidet. 

Wii' erhalten auch umgekehrt den Satz: 

Die einfache Leitgerade einer geradlinigen i'läche 
dritten Grades bestimnit mit jeder Curve vierten Gra- 
des, welche zwei scheinbare Doppelpunkte hat und auf 
der Fläche liegt, ausser der geradlinigen Fläche dritten 
G-radea im Allgemeinen noch eine geradlinige Fläche 
fünften G-rades mit doppeltem Kegelschnitt. 

Man kann bekanntlich auf jeder geradlinigen Fläche diitten Grra- 
des beliebig viele solche Curven viei'ten Grades erhalten, welche alle 
einen Doppelpunkt haben , indem man durch einen Kegelschnitt der 
Fläche, oder durch zwei auf der Doppelgeraden sich schneidende Er- 
zeugende eine Fläche zweiten Grades legt ; diese schneidet die Fläche 
dritten G-rades in einer Curve der verlangten Beschaffenheit. 

Umgekehrt kann man durch jede Raumcurve vierten Grades mit 
einem Doppelpunkt beliebig viele geradlinige Mächen dritten Grades 
legen. Durch den Doppelpunkt ziehe man eine Gerade, so ist der 
geometrische Ort der Strahlen, welche die G-erade einmal und die 
Ciirve zweimal schneiden, eine geradlinige Fläche dritten Grades, 

Ganz analog kann man verfahren, indem man zwei Kegelschnitte, 
die sich in zwei Punkten schneiden, an die Stelle der Curve vierten 



Die einfaclie Leitgerade der geradlinigen Fläche dritten ( 
die man- erhält, bestimmt mit den beiden Kegelschnitten ausser dieser 
Fläche dritten (Trades nocli eine geradlinige Fläche fünften Grades, 
welche nehen diesen beiden Doppelkegelschnitten nocli einen dritten 
Doppelkegelschnitt besitzt. — (IX.) 

Wir gehen nun zur Betrachtung des anderen Falles über, in 
welchem die geradluiige Fläche einen einfachen Leitkegelschnitt und 
einen Doppelkegelsehnitt besitzt. Drücken wir die Coordinaten zweier 
einander entsprechender Punkte beider Kegelschnitte rational durch 
je einen Parameter, t imd s ans, -so ist es stets möglich, diese Para- 
meter so zu wählen , dass die zwischen ilmen bestehende Gleichung 
die Form s = t^ hat. 

Gehen wir zu den reciprokpolaren Gebilden über, so erhalten 
wir als Gleichungen der Erzeugenden 
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ai' + bf+ö 


^ 0, 


ßf + qi +r 


= 0; 



die Ebenen, welelie cliu'cli diese Grleichungeii dargestellt werden, um- 
hüllen die Kegel 6''— 4ac = und q^ — 'ipr = 0. 

Damit durch die beiden G-leicliungen eine geradlinige Fläche 
fünften Grades bestimmt werde , ist erforderlich , daas für einen be- 
stimmten Werth t t=s t„ die beiden Kegel eine gemeinsame Tangen- 
tialebene haben, — oder dass ein Punkt des einen Kegelschnitts mit 
seinem entsprechenden Punkte auf dem anderen Kegelschnitte ziisam- 
menfalle. Wii- setzen also voraus , dass identisch die Grleichung be- 
stehe 

Dann erhält man als gleichbedeutend mit den obigen G-leichiingen 
die folgenden : 

E = [ait' + ll)+h~p]{t + Q-~q == 0, 

E'= pf + qt + r = 0, 

at^-i-lt'-i-c = E(t-t^) + E'. 

Betrachtet man nun den Durchschnitt der Fläche mit der Ebene 
g = 0, so ergibt sich 

af + atl + b-p = 0, 
pe + r = 0; 

d. h. die Erzeugende , welche dem Werthe t = t^ entspricht , geht 
durch denselben Punkt der Ebene 3 = 0, durch welchen die dem 
Werthe t = ~i5, entsprechende Erzeugende hindurch geht; der von 
der Ebene 2 = ausgeschnittene Kegelschnitt 

■- 0, 





3 = 0. p{atl-\-b—p)—ar -- 


oder, wenn t 


„ nicht gleich Null ist, 




«*:+s-j. = ^~~, 




q = Q, pr—pc—artl = 



0, 

ist also ein Doppelkegelachnitt der Fläche. 

Weil nun diese Fläche ebenso wie ihre reciproke Polar fläche 
einen Doppelkegelschnitt enthält und ehenso allgemein ist , brauchen 
wir nicht zu der ursprünglichen zurückzukehren ; wir bleiben also 
gleich bei dieser stehen. 
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Die obige I"omiel zeigt, dass die Ebene g = mit der Fläche 
die Erzeugende gemeinsam hat, welche sich für t + t^ = 0, t = —i„ 
ergibt : 

q = 0, ptl-qt„ + r = 0, 

2 = 0, ptl + r = 0, 

Die Doppeleurve vierten Grades ergibt sich als Durchschnitt der 
beiden Kegel 

p^—a,{ptl--qt^+r) = 0, 

r'—c{ptl—qt^+r) = 0, 

deren gemeinschaftliche Tangentialebene pil—Q,t„ + r = ist, welche, 
wie gezeigt , die in der Ebene des doppelten Kegelschnitts liegende 
Erzeugende der Fläche enthält. Weil die beiden Kegel eine gemein- 
schaftliche Tangentialebene haben , so folgt , dass ihr Durchschnitt 
wirklich einen Doppelpunkt hat, wie schon vorher geschlossen.. 
Dass der Doppelkegelschnitt 

2 = 0, pr—pc—artl == 

die Doppeleurve vierten Gi'ades ausser in dem Doppelpunkte derselben 
^ = 0, g^O, r =-Q noch in zwei ferneren Punkten schneidet , zeigt 
man analytisch wie folgt. 

Setzt man in den Gleichungen der beiden Kegel g ^ 0, so ist 



p{p~<l 


'^tl)—at 


■ = 0; 


p-atl 


r(r-c 


•}-ept\ 


! = 0; 


p r~c 
r ctl 


[ieraus ergibt sich 








«_«(• 


r- 


-/; ..- 


-pc—artl = ' 



Der Fall t„ = 0, auf welchen wir uns den Fall ^5 = 00 zurückgeführt 
denken , erfoi'dert eine besondere Betrachtung , indem dann die Glei- 
chung des zweiten Kegels identisch erfüllt ist. Setzt man jedoch für 
c seinen Werth 

c = r-hqt„+(p—h)tl~atl, 

m erhält die Gleichung des Kegels den identischen Factor tl ; lässt 
man diesen fort , so ergibt sich eine Gleichung , welche auch für 
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^^ = einen bestimmten Sinn beliäU und dann in (/—2rp + rb = 
übergellt. 

Ans der Gleicliung des zweiten Kegels ergibt sich für ä ^ 0, 
b—2p == 0. Die Ebene h—2p = schneidet die Ebene 2 = in 
einer Geraden, deren DurchscLnittspunkte mit dem Kegel p^—ar = 
auf dem Kegelschnitte q = 0, p(b—p)—ar = liegen. 

Es entstellt nun die Frage , welche Ebene enthält den einfachen 
Kegelschnitt der Fläche ? 

Der dreifache Punkt der betrachteten geradlinigen Fläche ist ein 
Punkt des doppelten Kegelschnitts, und zwar liegt derselbe auf der 
in der Ebene des doppelten Kegelschnitts liegenden Erzeugenden der 
Fläche ; also ist die dreifache Tangentialebene der Fläche eine Tan- 
gentialebene des umschriebenen doppelt berührenden Kegels 6* — iac = 
tmd enthält die durch dessen Mittelpunkt gehende Erzeugende der 
Fläche. 

Hiernach erhält man folgende Coustiiiction der dreifach berührenden 
Ebene : Vom Mittelpunkte « = 0, & = 0, c^O des doppelt berüh- 
renden Kegels h^—4:ac =' lege man an den einfach berührenden 
Kegel q'—i^pr = die beiden Tangentialebenen, Die eine derselben, 
J'^o + 2'o + '' = 0, ist beiden Kegeln gemeinschaftlieh. Der anderen 
entspricht eine bestimmte Tangentialebene des Kegels t°~4ac = 0, 
welche dieselbe in einer durch den Punkt (i!t=:0,Ä = 0, c^O 
gehenden Erzeugenden schneidet. Die zweite durch diese Erzeugende 
gehende Tangentialebene des Kegels 1/—Aac = ist die dreifach 
berührende Ebene der Fläche, welche mit der Fläche drei Erzeugende 
und einen einfachen Kegelschnitt gemeinsam hat. 

Da im allgemeinen Falle der einfache Kegelschnitt mit der Doppcl- 
curve sechsten Grades drei Punkte gemeinsam hat und derselbe im 
vorliegenden Falle mit dem Doppelkegolschnitt einen Punkt gemein- 
sam hat, so hat derselbe mit der Doppclcurve vierten Grades zwei Punkte 
gemeinsam. 

Ein Kegelschnitt, welcher mit einer Raumcurve vierten Grades 
mit zwei scheinbaren Doppelpunkten zwei Punkte gemeinsam hat, 
bestimmt mit derselben im Allgemeinen eine geradlinige Fläche zehn- 
ten Grades. 

Wir erhalten also den Satz: 

Liegen auf einer geradlinigen Fläche fünften Grades 
ein einfacher Kegelschnitt und eine Doppelcurve vier- 
ten Grades, so geht durch diese beiden Linien noch eine 
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zweite geradlinigeFlächefünftenö-riKleahinäiiroh,, von 
der jede Erzeugende den Kegelachnitt einmal und die 
Doppelcui've vierten Grades zweimal schneidet. 

Zu den geradlinigen Flächen fünften Grades, welche einen doppel- 
ten Kegelschnitt und eine Doppelcurve vierten Grades besitzen , ge- 
hören auch die abwickelbaren Flächen fünften Grades. 

Die Doppeleui-ve der abwickelbaren Flächen muss jedesmal in 
die Rüekkehrkante und eine eigentliche Doppelcurve zerfallen; die 
letztere fehlt nui' bei den abwickelbaren Flächen vierten Grades. Da 
eine abwickelbare Fläche überhaupt eine Leitgerade nicht besitzen 
kann, ao müssen die abwickelbaren Flächen fünften Grades sich unter 
denen befinden , bei welchen ein Kegelschnitt ein TheU der Doppel- 
curve ist. 

In Betreff der abwickelbaren Flächen fünfter Ordnung sei es gestat- 
tet, auf die schon genannte Arbeit des Verf. zu verweisen, in welcher 
auch die Literatur über diese Flächen möglichst vollständig angegeben ist. 

Wir benutzen die abwickelbaren Flächen fünften Grades , um 
den zuletzt angeführten Satz an einem Beispiele zu erläutern , und 
stellen zu diesem Zwecke vorher einige auf dieselben bezüglichen 
Gleichungen zusammen. 

Gleichung der umhüllenden Ebene : 

at' + ibf + ücf + e = 0. 

.ledc Erzeugende liegt ferner in den Ebenen: 

af + Sht +3c = 0, 

bt' + 3cf+ e = 0, 

at* -Qcf — 3e. = 0. 

Die Rüekkehrkante ist Dnrehsehnittslinie der beiden Kegel: 

ae + 3ü' = 0, W-iac = 0. 
Doppelter Kegelschnitt: & =^ 0, ae— 9c'' ^= 0. 
Einfacher Kegelschnitt: ^ = 0, Sac~2J/ = 0. 
Gleiclmng der abwickelbaren Fläche : 

aiae + ^c''y-f)c(ae + 3c')(dh'-4ac)-'äe{'dh'-4:acy = Ü. 

Durch einen Punkt des einfachen Kegelschnitts a:b:c:e = G -.-^St-.f-.O 
legen wir eine durch die Doppelcurve vierten Gi'ades gehende Fläche 
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zweiten Grades 

(aß-\-3c')-f(W--4:ac) == 0. 
Die Tangentialebene derselben in dem betracbtcten Punkte ist 
■2at' + dif+iocf+5e = 0. 

Dieselbe sclineidet aus der Fläche zweiten Grades zwei Gerade aus, 
welche beziehlieh in den Ebenen af+%U-\-^c ~ und 2«i'+3ö^— 3c = 
liegen. 

Jede dieser beiden Geraden schneidet den einfachen Kegelachnitt 
einmal und die Doppeicurve vierten Grades in zwei von einander 
verschiedenen oder unendlich nahen Punkten. Die erste Gerade ge- 
hört der abwickelbai'en Fläche an, die zweite aber erzeugt die gerad- 
linige Fläche fünften Grades 

•^af + Ut - 3c =0, 

Aat' ~24c;!'-3e = 0, 

Die Ebene 6 ;= enthält den doppelten Kegelschnitt dei" Fläche 
& =: 0, ae + 9c^ ^= 0. -Die Gleichung der geradlinigen Fläche ist 

4a(oe + 3c"y-24c(ae-|-3c')(36'-4öc)-3e(3&'-4ac)" = 0. 

Wir kehren nun zu der Betrachtung der geradlinigen Flächen 
fünften Grrades, welche einen doppelten Kegelschnitt und eine Doppei- 
curve vierten Grades enthalten, zurück. 

Die Doppelourve vierten Grades dieser Flächen kann selbst wiedei^ 
in zwei Kegelschnitte zerfallen , so dass dann die geradlinige Fläche 
fünften Grades drei doppelte Kegelschnitte besitzt. 

Die Bediugxing hierfür stellen wir folgendermassen auf. 

Zwischen den sechs Ausdi'ücken a, h, c, p, q, r besteht der Vor- 
aussetzung zufolge die eine identische Relation 

atl + hri + c = ptl + qi„ + r; 

weil es aber bloss vier homogene , von einander unabhängige Coordi- 
naten gibt, so besteht zwischen diesen sechs Ausdrücken noch eine 
solche identische Relation, welche wir gleich in die Form 

u'a—fc = kp + (tq + vr 
setzen können. 
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Wir erlialten aus den (Tlcichnngßn dei; beiden Kegel, welche durch 
die Doppelcui've hiiidurchgehen, 

2>''—a{j}tl—qt^+r) = 0, 

diejenige des dritten durch die Doppelcui-ve gehenden Kegels zweiten 
Grades mit der Spitze p = 0, q ^ 0, r ^ 0: 

cc^p'—y^r'—(ip + {iq + vr){ptl—ql^+r) = 0. 

Die Richtung der Tangenten der Cnrve im Doppelpunkt wird gegeben 
durch die Gleichungen 

pil—qio + i' = 0, u^p^—y^r' = 0, 
ap-i-yr = 0, ap—yr = 0. 

Wenn also die Curve vierten Grades in zwei Kegelschnitte zerfallt, 
mithin die Gleichung cc''p^--y^r''~(kp + (iq + vr)(ptl~qtg+r) = das 
Produet zweier linearen Factoren ist , so müssen dieselben die Form 
haben 

ap—yr + a {ptl~qt^+r) = 0, 

('■P + yr+s^{pf^—qt„+r) = 0. 

Wenn wir die Producte identificiren , so ergibt sich 

(^(.^ + G,)p + yis-0,)r + 0ajptl-qt^+r) = -(i.p + (iq + vr), 

Finden diese Gleichungen statt, d. h. besteht die Gleichung 



. -.(,-,{^P-y(,-^y^(pf.-A^r) 



für irgend welche Werthe von k, y, ft, ff identisch , so zerfällt die 
Doppelcnrve vierten Grades in zwei Kegelschnitte , die zwei Punkte 
gemeinsam haben. 

Es gibt also geradlinige Flächen fünften Grades 
mit drei doppelten Kegelschnitten. Diese drei Kegel- 
schnitte haben einen Punkt gemeinsam und sehneiden 
sich zu je zweien in noch je einem Punkte. — (IX.) 

Oder umgekehrt: 

Legt man in die drei Seitenflächenß^O, 5 = 0, r ==0 
eines Tetraeders pqrs = je einen Kegelschnittj der 
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diircli die Eoken der Seitenflächen desselben hindurcli- 
geht, so sind diese drei Kegelaelinitte im Allgemeinen 
die vollständige Doppelcurve einer geradlinigen Fläche 
fünften Grrades vom Range Null. 

Es ist auch möglich , dass die drei Pnnkte , in welchen sich die 
drei Kegelschnitte zu je zweien schneiden , in einen zusammenfallen, 
dass also die Ebenen der drei Kegelschnitte durch dieselbe Gerade gehen. 
Dann haben jedoch die drei Kegelschnitte in diesem Punkte nothwendig 
eine gemeinschaftliche Tangentialebene , während sie eine solche in 
dem anderen , ihnen gemeinsamen Punkte nicht haben dürfen , weil 
sonst die Fläche zweiten Grrades , auf welcher die drei Kegelschnitte 
in diesem Falle liegen würden , ein Theil der geradlinigen Fläche 
fünften Grades sein würde. 

Eine solche Fläche hat nun im Allgemeinen einen einfachen Leit- 
kegelscbnitt , welcher mit je zweien der Doppelkegelschnitte noch je 
eine zweite geradlinige Fläche fünften Grades bestimmt. — 

Ein anderer Grund des Zerfallens der Doppelcurve sechsten 
Grades der allgemeinen geradlinigen Mäche fünften Grades vom Kange 
Null ist der, dass Doppelerzeugende auftreten. 

Enthält die Fläche eine gerade Leitlinie , welclie die Eigenschaft 
besitzt, dass diu'ch jeden ihrer Punkte höchstens eine von der Leit- 
linie verschiedene Erzeugende liindtirehgeht , so kann eine Doppeler- 
zeugende nur auftreten, wenn sie mit der Geraden zusammenfällt. 

Enthält die Fläche einen einfachen Kegelschnitt , so muss die 
Doppelerzeugende, wenn die Fläche eine solche besitzt, in der Ebene 
dieses -Kegelschnitts liegen ; mehr als eine DoppelerKeugende kann die 
Fläche in diesem Falle nicht besitzen. (X.) 

Eine geradlinige Fläche fünften Grades kann auch eine dreifache 
Erzeugende haben. 

Jede Ebene, welche durch eine dreifache Erzeugende einer gerad- 
linigen Fläche fünften Grades geht, schneidet die Fläche noch in einem 
CurvengebUde zweiten Grades. Da nun, wie oben bemerkt, auf einer 
geradlinigen Fläche fünften Grades höchstens ein einfacher Kegel- 
schnitt liegen kann, so müssen diese Gebilde zweiten Grades in zwei 
Gerade zerfallen, imd es ist daher die dreifache Gerade zugleich eine 
gerade Leitlinie für die Erzeugenden der Fläche ; als solche kann die- 
selbe nur eine einfache Gerade sein ; da mit ihr die Erzeugende dreimal 
zusammenfällt , so ist diese Linie überhaupt eine vierfache Gerade 
der Fläche. 

achwarz. GaoßiTOult« AllianilluuEäii, IL 4 
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§ 3. 

lies 011 der e Betrachtung der geradlinigen Flächen fünf teil 

Grades vom Range Eins. 

Eei der allgemeinen Betrachtung der geradlinigen riäclien ftiiiften 
(irades ist gezeigt worden, dass die Flächen vom Range Eins stets 
eine unendliche Sehaar von Curven dritten Grades ohne Doppelpunkte 
enthalten. 

Es ist also hier die Aufgabe zu lösen, zwei ebene Curven dritten 
Grades, — die nicht in derselben Ebene liegen, — durch Vermittelung 
algebraischer Gleichungen in allgemeinster Weise gegenseitig so auf- 
einander zu beziehen , dass jedem Punkte der einen ein Punkt der 
anderen entspreche. 

Damit dann durch die geraden Verbüidung.slinien entsprechender 
Punkte beider Curven eiue geradlinige Fläche des fünften Grades 
bestimmt werde , ist erforderlich , dass ein Punkt der einen Cui've 
mit dem ihm entsprechenden Punkte der anderen Oarve zusammenfallt. 

"Wir losen die genannte Aufgabe durch reiu algebraische Be- 
trachtungen. 

Die beiden Cui'ven dritten Grades seien in iliren Ebenen gegeben 
durch die Gleichungen 

u:v:w =s 1 : s : V'^j(s) ; -^J^s) = 4s'— ^^s— ^-J. 

Es bezeichnen x:y:s und u:v :w homogene Punktcoordinaten , t, s 
zwei veränderliche Parameter ; g^, g^ ; g'^, gl bezeichnen Consi^nten. 

Jedem nicht singulären Werthe des Parameters t entsprechen zwei 
Punkte der ersten Curve ; jedem Punkte der ersten Curve soll ein 
Punkt der zweiten Curve entsprechen ; jedem Punkte der zweiten 
Curve entspricht einWerth des Parameters s: also entsprechen jedem 
"Werthe von t zwei Werthe von s. Ebenso wird gezeigt, dass jedem 
Werthe von s zwei Werthe von t entsprechen. Es besteht also zwi- 
schen den beiden Grössen s und t eine algebraische Gleichung, die 
in Bezug auf jede derselben vom zweiten Grade ist: 

fs'+2gs + k = ft' + 2g't + h' = 0; 

_ -^±V'^W^ . , _ -g-+\/7^rk ' 

Ben Werthen von t, für welche !/',(/) = ist, soivie dem Werthe 
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t := rx) entspricht nur ein Punkt der Ciu've, also auch nur ein Werth 
von s; es darf sieb daher auch nur ein Werth von s aus dieser 
Gleichung ergeben; also ist die Discriminante g^—fh nui- durch einen 
constsnten Factor von ip,(t) verschieden; dasselbe gilt für g'^~f'h' 
und Tf'j(s). 

Bezeichnen wir den Wertli von s , der dem Werthe t = co ent- 
spricht, mit s,,, und mit #, den Werth von t, der dem Werthe s = oo 
entspricht , — den Fall , dass die Werthe s ^ co, t = ca einander 
entsprechen, betrachten wir nachher gesondert — , so liat die (rleichung 
die Form 

((— ;„)''(s— s„y + Grlieder, die s' und f nicht mehr enthalten: 

(f^f,j(s-s„y-2a(t-t„){s-s„)-4:b{t-Q-4cCis-s„) + il = 0, 

Ht-t,)is^s^)-af-4:i(t-Q-'ic{s-s^) + d' = 0, 

wo a, b, c, d, d' Constanten bezeichnen, zwischen denen die Grleichung 

a'-^ä' = ä 
besteht. Die Diseriminaiiten sind 

A'b{t-Q''—d'{t — t^y-\-'iac{t — Q-Ji-4:C% 
4,c{s-sJ-d'{s-s,y + Aah{s-s,) + A:h\ 

Die Coustante c kann nicht gleich Null werden , ohne daas die Coh- 
stante h gleichzeitig den Werth Null annimmt; sonst wäre s rational 
ausdriickbar dui'ch t und \l4Lb{t~t„)—d' und nicht durch (und '^iii,{t). 
Wir nehmen an, weder b noch c sei gleich Null ; dann kann man durch 
die Substitution (— (, ^ ii(i'—(l), s—s^ = ^(s'— sj) und zweckmässige 
Wahl von X und A bewirken, dass in der neuen Gleichung die Coeifi- 
cienten i' und c', welche an die Stelle der CoeiBcienten B und c treten, 
einander gleich werden ; ohne der Allgemeinheit Abbruch zu thmi 
Itönnen \vir also setzen 

[(t^Q(s-s,)-af-Uis--s,)-4h(t-t,) + d"b = 0. 

Die nothwendigen luid hinreichenden Bedingungen dafür , dass 
beide Discriminanten in reducirter I"orm auftreten, sind 

d" = -12/„; s„ = t„. 
Die Discriminanten sind dann 

fi[4i°-(12(=-4«);-(-8i= + 4fl(,-4&)], 
fc[4s'-(12iJ-4ft)s~(~8(^ + 4<'-4?0], 

4* 
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also liaben bei passender "Wahl des Coordinatensystems beide Curveii 
dieselben Invarianten, und es ist ip,{t) = tai^)-*) 

Hieraus folgt, dass die beiden Curven dritten Grades zn einander 
projectivisch sind , d. h. dass die eine als eine Centralprojection der 
anderen angesehen werden kann, weil die Grleichung der einen in Be- 
zug auf die homogenen Coordinaten x -.y: £ 

übereinstimmt mit der G-!eicliniig der anderen 

in Beziig auf die homogenen Coordinaten u:v:vj. 

"Wir haben also den Satz : 

Je zwei Curven dritten G-radee, welche aaf derselben 
geradlinigen Fläche fünften Grades vom Range Eins 
liegen, können aus demselben Kegel dritten Gradew 
ausgeschnitten werden. 

Setzen wir 

so ei-gibt sich 

4m = 12^^—^^; a = Wih)^ *& = ■ii'{t„); 

■^ ^^ ~ 2{t-tJ ' 

2{t~tJ 

. = .( VS5I±m)-_(,.+,). 

Dem Werthe i = t^ nid \Jjl^{t) == S/tHt^) entspricht s = co. 

Diese Formeln sind Ausdrücke des Additionstheorems der ellip- 
tischen Function pu = X , welche durch die DiiFerentialgleichung 
f-r-J = 4ä;"— ^jic— ^ä und die Anfangsbedingung )f(0) = oo deßnirt 
ist, und welche Herr Weierstrass in seinen Vorlesungen über die 
Theorie der elliptischen Functionen zu Grunde legt. 

*) Dies würde sich anci aua den Sätzen des Herrn Aronhold (Monatsberichte 
der Eöuiglichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Jahrgang 1861, S. 462 u. f.) 
haben ableiten lassen. 



y Google 



Uelier die geradlinigen FJätbeu fünften Grades. 53 

Diirch die angegebenen Formeln ist auet \/i^(s) bis auf das Vor- 
zeichen bestimmt; wir setzen fest, indem wir uötliigenfalls w mit —lo 
vertauschen, dass für den Punkt ( = co, welchem s = i^ entspricht, 
der zugehörende Wertli von \lil:{s) auch demZeichen nach mit ^^{(,1) 
übereinstimmen soll. Wir setzen deswegen voraus, S/i^itJ sei nicht 
gleich Null und dem Zeichen nach fixirt. Dann gilt die Formel 

und man erhält die Ausdrücke von t und \Jfii) durch s und \/^(s) 
mittelst Buchstaben vertauschung. 
Es ist ferner 
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Von der Richtigkeit der Zeichenbestimmung kann man sich auf fol- 
gende Weise überzeugen. 

Aus den obigen Formeln ergibt sich füi'Werthe von t, die t^ be- 
nachbart sind, und für welche \lib{t) mit '^tih'i <^^™i Zeichen nach 
übereinstimmt : 

und für unendlioli grosse Werthe von i, 



! = S.+ 



"2(' 



Diese Werthepaare lassen eine andere Zeichenbestimmung nicht zu. 
Wir denken uns nun die eine der beiden Curven dritten 
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projectivisch so geändert, dass dieselbe der anderen uongrnent wird, 



Es Irann dies stets so geschehen , dass der Punkt s , \li>\s) zu- 
sammenfällt mit dem Punkte t =^ s, \/'/'(0 = V'^(s). 

Entspricht nun dem Punkte t = t„ ^^Ij = S/^HtJ ein Punkt 
s = i,! V'^(s) = S/tW) so sagen imsere Gleichungen aus, dass auch 
dem Punkte s = t„ V^C«) = V'MÜ der Punkt t = t^, s/^^ = V'W^)' 
entspricht. Es entspricht daher dem Pimkte t = t„ sjip^t) = \l^{t,) 
der Curve dritten Grades derselbe Punkt t = t^, \j-^{t) = '^ii>[Q, man 
möge ihn als der ersten oder als der zweiten der beiden Curven an- 
gehörig betrachten. 

Bezeichnen wir die homogenen Cuordinaten des Pmiktes l:t^:\l^{t^^) 
mit 3^0 ; 1/» : «„, die des Punktes l:t: ^il>(t) mit *', :y,: ^^ und die des ent- 
sprechenden Punktes 1 : s : \lili(s) mit x, :j/, :ä,, so tritt an die Stelle 
der Gleichung 

t — t^ s — Sj, 

die folgende 

3_-Ml = ii+f^ 

welche aussagt, dass die drei Punkte 

in einer geraden Linie Hegen, Es geht also die gerade Verbindungs- 
linie je zweier entsprechenden Punkte derCui^ve stets durch denselben 
Punkt der Ourvc 

"Wir betrachten nun die Pälle, die wir oben ausgenommen hatten. 

Entspricht dem Werthe s = co entweder der Werth * = co oder 
ein Werth, für den il!,(t) = ist, so besteht zwischen den beiden 
Grössen s und i eine Gleichung , welche in Bezug auf jede derselben 
nur vom ersten Grade ist. Hierher gehört auch der Fall, in welchem 
in der zwischen den Grossen s und t bestehenden Gleichung die Con- 
stanten b und c gleich Null werden und diese Gleichung dadurch 
zerfällt, 

Diese Fälle kann man jedocli ohne "Weiteres auf den behandelten 
dadurch zurückführen , dass man die Gleichung einer der beiden 
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betrachteten Curven dritten Grades auf ein anderes Coordinaten- 
dreieck bezieht , welches eine andere "Wendetangente zu der einen 
Seite hat. 

Dies ist auf achtfache Weise möglich, ohne dass sich die Gleichung 
der Curve ändert. Es entsprechen dann jedem "Werthe von s im 
Allgemeinen zwei "Werthe von t, die zwischen ihnen bestehende Grlei- 
chung ist unzerlegbar, und dem Werthe s ^ 00 entspricht ein Werth 
i = t^, welcher nicht co ist, und für welchen ^,(i) nicht gleich Null ist. 

[Entspricht dem Werthe s == co der Werth t ^ co oder eine 
Wurzel der Gleichung , welcher die Wendepunkte der Curve dritten 
Grades genügen, 

welche zugleich die Drittheilung der ganzen Perioden der elliptischen 
Integrale ergibt, die von den Im'arianten g, nnd (/, abhängen, — ent- 
spricht also einem Wendepunkte der einen Curve ein Wendepunkt 
der anderen, so werden die beiden Ourven dritten Grades durch die 
entsprechenden Punkte einander projectiviscli zugeordnet, und man 
kann diesen Fall stets durch eine geeignete Coordinateniunwandlung 
auf den Fall 5 = 1!, S/H/j = V^KÖ zurückführen.] 

Wir erhalten nun folgende allgemeine Construction für die gerad- 
linigen Flächen fünften Grades vom Range Einsr 

Auf einer ebenen Curve dritten Grades nehme maii 
einen Punkt fest an; so wird jedem Punkte der Cnrve 
ein anderer zugeordnet, der auf der Curve und mit dem 
betrachteten nnd dem festen Punkte in gerader Linie 
liegt. Man denke sich nun die Curve dritten Grades 
doppelt, so wird jedem Punkte der einen Curve ein nicht 
mit ihm zusammenfallender Punk t der anderen Curve 
eindeutig zugeordnet. Hierauf denke man sicli die 
Ebenen beider Curven getrennt und die eine Curve in 
ihrer Ebene collinear verwandelt. 

Lässt man sodann einen Punkt der einen Curve mit 
dem ihm entsprechenden Punkte der anderen Cnrve 
zusammenfallen, so ist der geometrische Ort der Ver- 
bindungslinien entsprechender Punkte beider Curven 
im Allgemeinen eine geradlinige Fläche fünften Grades 
vom Range Eins. 

Die einzelnen Arten der geradlinigen Flächen fünften Grades 
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vom Range Eins, welche sich durch die Betrachtmig der Doppelenrve 
ergeben , bezeichnen wir der Reihe nach durch beigesetzte römische 
Ziffern, 

Die Ebene einer Curve dritten Grades enthält bei der crwälmten 
Construction ausser dieser Curve noch awei Erzengende der Mäche ; 
der ebene Schnitt enthält also überhaupt 3 + 3 + 1 = 7 Doppelpunkte. 
Davon gehen ah zvfei Berührungspunkte der Ebene mit der Tläche, 
also bleiben fünf Doppelpimcte, welche der Fläche angehören. 

Die Doppelcurve der betrachteten Flächen ist vom 
fünften Grade. — (I.) 

Durch jeden Punkt der Doppelcurve gehen zwei Erzeugende der 
ITläcLe, von denen jede die Doppelcurve noch in zwei Punkten schneidet. 
Der Kegel , welcher die Doppelcurve zur Leitlinie und einen Punkt 
derselben zum Mittelpunkt hat, hat demnach zwei Doppelkanten, und 
da derselbe vom vierten Grade ist , so ist die Curve im allgemeinen 
Falle vom Range Eins. 

Die reciproke Polarfläche der betrachteten ist von derselben Na- 
tur und hat also ebenfalls eine Doppelcurve fünften Grades, 

"Wir folgern hieraus, zu der ursprünglichen Eläche zurückkehrend, 
dass durch jeden Punkt des Raumes fünf Ebenen gehen , von denen 
jede mit der Fläche zwei Erzeugende gemeinsam hat. Für Jeden 
Punkt der Fläche haben drei dieser Ebenen die durch diesen Pi\nkt 
gehende Erzeugende gemeinsam ; die zwei übrigen schneiden die Fläche 
in zwei durch diesen Punkt gehenden Curven dritten Grades. 
Wir erhalten also den Satz : 

Im allgemeinen Falle gehen durch jeden Punkt der 
betrachteten Fläche zwei ebene Curven dritten Grades 
hindurch. 

Wenn die Doppelcurve fünften Grades zerfällt , so befindet sich 
unter den Theileu nothwendig eine doppelte oder eine dreifache Ge- 
rade; denn die Doppelcui've fünften Grades kann nicht in einen dop- 
pelten Kegelschnitt und eine Raumcurve dritten Grades zerfallen, 
weil in diesem Falle der Kegelschnitt eine einfache Linie der ent- 
stehenden Fläche werden würde. 

Enthält die geradlinige Fläche fünften Grades vom Range Eins 
eine dreifache gerade Leitlinie, so enthält sie ausser derselben im 
Allgemeinen einen doppelten Kegelschnitt, welcher die dreifache Ge- 
rade in einem Punkte schneidet. Dieser Satz gestattet folgende Um- 
kehrung. Jede Fläche fünften Grades, welche eine dreifache Gerade 
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und eine Doppelctirve zweiten Grades besitzt , ist «ine geradlinige 
FläcLe, deren Rang im Allgemeinen gleich Eins ist. 
BeKelolinen 

j, = 0, 2 = 0, 'ß' =0, g' = 0, if = 0, i' = 0, if = 0, <(" = ü 

die Gleickungen von acht Ebenen, welche dieselbe Gerade enthalten, 

a = 0, 6 = 0, s = 

die Gleichungen von drei beliebigen Ebenen, so ist 

{ap—hqf'p' ■\- iaf—hiDsi)" ({ ■\- s^ cIp'" ([" =■ 

die allgemeine Gleichimg einer Eläcbe fünften Grades , welche ausser 
einer dreifachen Geraden 

2) = 0, 2 = 0, • ■ ■ f = 0, q'" = 

eine Do]5pelcurve zweiten Grades 

ap—hq = 0, s = 

besitzt. ~ (n.) 

Der doppelte Kegelschnitt s ^= 0, ap — hq ^ kann anf dieselbe 
Weise, wie im vorigen Paragraphen erörtert ist, in zwei Gerade zer- 
fallen; die eine derselben wird eine doppelte Leitgerade, die andere 
eine Doppelerzeugende der Fläche. — (III.) 

Die doppelte Leitgerade kann der dreifachen Leitgeraden auch 
unendlich nahe rücken. Es unterscheidet sich die dann entstehende 
Fläche von der analogen im vorigen Paragraphen beb^achteten dadurch, 
dass dieselbe eine Doppelerzeugende weniger besitzt. 

Enthält die geradlinige Fläche fünften Grades vom Range Eins 
eine doppelte gerade Leitlinie, so enthält sie ausser derselben im 
Allgemeinen eine Doppelcurve vierten Grades mit zwei scheinbaren 
Doppelpunkten, welche von der einfachen Geraden in einem Punkte 
geschnitten wird. — (IV.) 

Umgekehrt ist auch jede Fläche fünften Grades mit einer Doppel- 
curve vierten Grades und einer dieselbe nur in einem Punkte schnei- 
denden doppelten Geraden eine geradlinige, denn jede durch die Dop- 
pelgerade gelegte Ebene schneidet die Fläche ausser in der Geraden 
noch in einer Onrve dritten Grades mit drei Doppelpunkten , welche 
also in drei (xerade zerfallen muss. — 

Jedes durch die Doppelcurve vierten Grades gehende Hyperboloid 
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schneidet die Fläche in zwei Erzeugenden, welche sich auf der Düppel- 
geraden schneiden. 

Alle Ebenen, welche durch je zwei solche Erzeugende gelegt sind, 
die Tangentialebenen der Hyperboloide in denjenigen Punkten , in 
welchen dieselben von der Doppelgeraden geschnitten werden, umhüllen 
einen Kegel zweiten Grades. Die reciproke Polarfläche dieser Tläche 
ist also die vorhin betrachtete II. mit einem doppelten Kegelschnitt. 
Hat eine geradlinige Fläche fünften Grades vom Range Eins 
eine doppelte Erzeugende, so schneidet eine durch dieselbe gelegte Ebene 
die Fläche im Allgemeinen in einer unzerlegbaren Curve dritten Grades. 
Der Schnitt einer solchen Ebene enthält demnach im Allgemeinen 
keinen Doppelpunkt, der nicht auf der Doppelerzeugenden liegt. 

Hieraus folgt, dass die Doppelcurve einer solchen Fläche zerfallen 
muss, imd dass die Theile derselben nur ebene Curven sein können, 
deren Ebene durch die Doppelgerade hindiirchgeht. Es sind diese, 
wie sieh bei näherer Betrachtung ergibt, eine dreifache und eine zwei- 
fache Gerade. — (in.) 

In diesem Falle werden alle auf der Fläche liegenden Curven 
dritten Grades durch die Erzeugenden der Fläche projectivisch ai^f 
einander bezogen. 

Es entsteht nun die Frage: Welche Doppelcurs'e hat überhaupt 
eine geradlinige Fläche fünfter Ordming , wenn die beiden Curven 
dritten Grades , die zu ihrer Constrnctiou dienen , durch die ent- 
sprechenden Punkte projectivisch auf einander bezogen sind? 

Wii' legen durch den gemeinschaftlichen Punkt in der Ebene der 
einen der beiden Curven drittes Grades eine Gerade, in der Ebene 
der anderen Curve die entsprechende Gerade und durch beide Gerade 
eine Ebene. In dieser Ebene liegen zwei Erzeugende der Fläche. 
Nach dem bekannten Satze; 

„Haben zwei in verschiedenen Ebenen liegende projectivische 
ebene Strahlbüschel den Mittelpunkt mit einander gemeinsam, so 
umhüllen alle Ebenen, welche durch je zwei entsprechende Strah- 
len beider Büschel gelegt werden, im Allgemeinen einen Kegel 
zweiten Grades," 
folgern wir, dass die deflnirten Ebenen, von denen jede zwei Erzeu- 
gende aus der Fläche ausschneidet, einen Kegel zweiten Grades umhüllen.. 
Die reciproke Polarfläche der eben betrachteten hat daher einen 
doppelten Kegelschnitt und ausserdem eine dreifache Gerade. 

"Wir achliessen also mit Bezug auf die obigen A.ngaben, dass die 
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betraclitete Fläche im Allgemeinen eine zweifache Leitgerade und 
eine Doppelcui've vierten Grrades besitzt, also mit IV. identisch ist. 



Bosoiidore Betrachtung der geradlinigen Flächen 
fünften Grades vom Range Zwei. 

Bei der allgemeinen Untersuchung der verschiedenen geradlinigen 
Flächen fünften Grradea haben sich zwei Fälle ergeben, in denen der 
Rang dieser Flächen gleich Zwei ist. Der erste Fall ist derjenige, 
in welchem die Fläche eine dreifache und eine zweifache gerade Leit- 
linie besitzt. Der zweite Fall ist derjenige, in welchem die Fläche 
eine dreifache gerade Leitlinie von der BeschafPenheit besitzt, dass 
jede diu'ch dieselbe hindurchgelegte Ebene mit der Fläche zwei Er- 
zeugende gemeinsam hat, welche sich auf der dreifachen Greraden 
schneiden. 

"Wir werden zeigen, dass der zweite Fall als ein specieller Fall, 
beziehungsweise als ein G-renzfall des ersten angesehen werden kann. 
Wir beginnen mit der Betrachtung des ersten Falles. 

Bezeichnet pX-\-q = die Grleichung einer beliebigen durch die 
dreifache Gerade gehenden Ebene, rft 4- s = die Grleichnng einer be- 
liebigen Ebene, welche die zweifache Leitgerade enthält, so entspre- 
chen jedem Werthe des Parameters X zwei Werthe des Parameters p 
und jedem Werthe von (i drei Werthe von L Denn jede Ebene 
pX+q = schneidet die Fläche in zwei sich airf der Geraden >■ = 0, 
s = schneidenden Erzeugenden, und jede Ebene r(i-i-s >= solmei- 
det die Fläche in drei Erzeugenden, die sich auf der Geraden p = 0, 
q = schneiden. Es besteht also zwischen den beiden Parametern 
X und jt eine algebraische Gleichung f{X, (i) '= 0, welche in Bezug 
auf X vom dritten und in Bezug auf fi vom zweiten Grade ist. 

Aus dieser Gleichung erhält man die Gleichung der Fläche, wenn 
man — - fiir X und — -- iiiv (i setzt und darauf mit j)*r' mnltipli- 

cirt. — ~ 

Legt man durch eine Erzeugende der Fläche eine Ebene, so 
schneidet diese im Allgemeinen die Fläche noch in einer Curve vier- 
ten Grades mit einem Doppelpunkte. 

In Bezug auf eine solche Curve ergeben sich nun folgende Sätze : 
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Betracb + ot man in der Ebene einer ebenen Cnrve 
vierten Grades mit einem Doppelpnnlite diesen Doppel- 
punkt und einen Punkt der Curve als Mittelpunkte 
zweier geradlinigen ebenen Strablbiischel, so werden 
die Strahlen derselben dnroh die Punkte der Curve ein- 
ander zugeordnet. 

Macht man zu diesen St rahlbü schein zwei 

(Ebenenbüacliel) . ,. . , . ,, „ ,, 

{ „ iiiroieetivificli, soiattlerUrtcler 

! Gerade ) ^ ■* 

(Durclischnittalinieuj , , ,^, 

J_, , . , , } ents pr echender Jiilemente eine 

( V e r b 1 n d u n g s g e r a d e n ) 

geradlinige Flache fünften Grades vom Range Zwei. 

Man erhält ferner den Satz : 

Macht man eine Gerade projectivi,seb zu dem ötrahl- 
büschel des Doppelpunktes uni lässt einen Punkt der- 
selben mit einem der beiden ihm auf der Curve entspre- 
chenden Punkte zusammenfallen, so ist der geometri- 
sche Ort der Verbindungslinien entsprechender Punkte 
eine geradlinige Fläche fünften Grades vom Range Zwei. 

Ein analoger Satz gut für eine Gerade , welche dem anderen 
Strahlbüschel projectivisch ist und diu'cb den Doppelpunkt der Curve 
vierten Grades gelegt wird. 

Beiläufig sei noch folgender Satz erwähnt : 

Jedes Hyperboloid, welches durch drei Erzeugende 
einer geradlinigen Fläche fünften Grades vom Range 
Zwei hindurchgeht, von denen nicht zwei einander schnei- 
den, schneidet die Fläche überdies noch in zwei Erzeii- 
g enden. 

Das Hyperboloid enthält nämlieli die beiden Leitgeraden, hat 
also schon eine Curve vom Grade 3 -|- 2 -!- 3 = 8 mit der Fläche ge- 
mem. Da nun auf der Fläche ein Kegelschnitt nicht liegt, weil sonst 
die Fläche den Rang Null haben würde , so muss das Hyperboloid 
mit der Fläche fünften Grades noch zwei Erzengende gemeinsam haben. 

Wir gehen nun zur Betrachtung des zweiten Falles über. 

Durch eine Erzeugende legen wir eine Ebene s = 0, welche die 
Fläche überdies in einer Curve vierten Grades mit einem Doppelpunkte 
schneidet. Diese Curve sei bestimmt durch die Gleichimgen 
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^:)^0, s = 0; 5=:0, s = sind die GrleicHungeii der Tangenten 
im Doppelpunkte, wobei wir annehmen künuen, dass die beiden Ebe- 
nen p = und 2 = durch die dreifache Leitgerade bindurchge- 
legt seien; n^ und ti, sind homogene ganze Functionen dritten und 
vierten Grades von ^) und g. 

Jedem Punkte der dreifachen Greraden entspricht eine dtirch die- 
selbe gehende Ebene, welche die beiden von diesem Punkte ausgehen- 
den Erzeugenden entliält , also auch in der Ebene der Cnrve vierten 
Gerades eine durch den Doppelpunkt derselben hindurchgehende Gre- 
rade; mithin entsprecbea jedem Punkte der dreifachen Greraden durch 
die Erzeugenden der Tläche zwei Punkte der Ctirve vierten Grrades. 

Damit der Grad der so bestimmten Fläche den fünften nicht 
übersteige, darf demjenigen Punkte, in welchem die dreifache Grerade 
von der Ebene der Cnrve vierten Grades geschnitten wird, nur ein 
nicht unendlich naher Punkt dieser Curve entsprechen, weil sonst zwei 
Erzeugende der Fläche in die Ebene der Cnrve vierten Grades ein- 
treten würden ; also muss der andere diesem Schnittpunkte entsprechende 
Punkt der Curve vierten Grades dem Schnittpunkte selbst unendlich 
nahe liegen. Hieraus folgt, dass die in der Ebene der Curve vierten 
Grades liegende Erzeugende der Fläche die Curve vierten Grades im 
Doppelpunkte derselben berühren mnss. 

Es sei 2^0, s ^ die in der Ebene s ^ liegende Erzeu- 
gende. Nun entspricht jeder Ebene pf- + q = ein bestimmter Punkt 
der dreifachen Leitgeraden, nämlich derjenige, in welchem sich die 
beiden Erzeugenden schneiden, welche diese Ebene mit der Fläche 
gemeinsam hat. Bestimmt man diesen Punkt durch den "Werth des 
Parameters ft in der Gleichung einer durch denselben gelegten Ebene 
r(t+s = 0, so entspricht jedem Werthe des Parameters ft ein Werth 
des Parameters A und umgekehrt jedem Werthe des Parameters K 
ein Werth des Parameters j*. Wir können nun die Ebene r = so 
wählen, dass sie durch denjenigen Punkt der dreifachen Geraden hin- 
durchgeht, welcher der Ebene p =■ entspricht, ihr Schnitt mit der 
Ebene s ^ aber unverändert bleibt; dann können wir unbeschadet 
der Allgemeinheit dem Punkte ^ ^ 0, g ^ 0, s-A + s = die Ebene 
pX^q = entsprechen lassen. 

EsistalsodiedreifacheGeradeprojectivischzudem 
Strahlbüsehel des Doppelpunktes, und es besteht nur 
der Unterschied von der allgemeinen Construction, dass 
ein Punkt der Geraden, der einem dem Doppelpunkte 
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mi e n d 1 i e li nahen Punkte entspricht, mit dem Doppel- 
punkte zur Co in ei den 2 gebracht wird. 

Es handelt sich nun dämm, die Gleichung der geradHuigen Tläclie 
für den betrachteten zweiten Fall aufzustellen. 

Setzen wir in der Gleichimg der Curve viei'ten Grrades pli-q = 0, 
HO ergibt sieh 

— Xr^ + 2v^rp + v_^p^ =; 0, 

worin mit v^ nnd v, die ans u^ und u^ dnrch die Substitution q = — j>A 
hervorgehenden ganzen Functionen dritten und vierten Grades von i 
bezeichnet sind. Hieraus ergibt sich 



Wir bestimmen nun ausser der Ebene pX + q = eine zweite Ebene 

(/.p + §![ + p- + ÖS = 0, 

welche durch den Punkt p r= 0. q = 0^ rK-\-s = und durch den 
Punkt 

pK + !/ — 0, p + "".^^ - = 0, s = 

hindurchgeht, also die Ebene jU + g = in einer Erzeugenden schneidet. 
Eine solche Ebene ist 

Dieiae Ebene bestimmt also für jeden Werth i'on l mit der Ebene 
p}.-\-q = eine Erzeugende. Gehen wir zu der rationalen Form 

~p'v^X—'i{rk-^s)pv^-\-{rl-\-sf = 

Übel', so erhalten wir als Gleichung der Fläche, indem wii' A eliminiren 

ii^q-2{ps-rq)u, + (ps~rqyp = 0, 

wo u, und M, die bereits erklärte Bedeutung haben. 

[Wenn die Curve vierten Grades eine Spitze an Stelle des Dop- 
pelpunktes hat, so ist die allgemeine Gleichung der Fläche 

u,q-2{ps-rq)u,+ {ps—r(iyq ^ 0.] 
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Wendet man auf diese Fläche die BetracHtniigeii an, die im § 2 
auf einen speciellen Fall derselben angewandt worden sind, so ergibt 
aichj daas die Fläche sieh längs der Geraden p ■= 0, q = des Hy- 
perboloids ps—rq = aelbst berührt. 

Diese Selbstherühnmg entspricht einer der dreifachen Leitlinie 
auf dem Hyperboloid überall unendlich nahe gerückten doppelten ge- 
raden Leitlinie. Jede Erzeugende der Fläche berührt nämlich das 
Hyperboloid und geht daher durch zwei unendlich nahe Erzeugende 
desselben. 

Der besseren Uebersicht wegen folgt hier eine ■Zusammen.stellung 
der einzelnen Arten der geradlinigen Flächen fünften Grades , die 
wir in Bezug auf die Doppelcurve unterschieden haben. 

Ä. Gteradlinige Flächen fünften Grades vom Range Xu 11. 
Die Doppelcurve ist : 
I. eine vierfache Gerade, 

IT. eine Raumcurve sechsten Grades mit einem dreifachen Pnnlite, 
ni. eine dreifache Leitgerade und eine Raumcurve dritten Grades, 
IV. eine dreifache Leitgerade , ein Kegelschnitt und eine Doppel- 
erzeugende, 
V. eine dreifache und ehie zweifache Leitgerade tiebst zwei Dop- 
pelerzeugenden, 
VI. eine zweifache Leitgerade und eine Raumci^rvo fünften Grades 
mit einem dreifachen Punkte, 
"VTI. eine zweifache Leitgerade , eine Raumcurve viei-ten Grades 

mit einem Doppelpunkt und eine Doppelerzeugende, 
Vni. ein Kegelschnitt und eine Raumcurve \äerten Grades mit einem 
Doppelpunkt, 
IX. eine in drei Kegelschnitte zerfallene Raumcurve sechsten Gra- 
des, 
X. eine Doppelerzeugende und eine Raumcurve fünften G]'ade8 
mit einem zweifachen Punkte. 
JS. Geradlinige Flächen fünften Grade.s vom Range Eins. 
Die Doppelcurve ist: 
I. eine Raumcurve fünften Grades, 
II. eine dreifache gerade Leitüuie und ein doppelte)- Kegelschnitt, 
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III. eine dreifache iinA eine zweifache gerade Leitlinie und eine 

Doppelei'KCugendc, 
XV. eine zweifache gerade Leitlinie und eine Raumciirve \'ierten 
Grades. 
C. Greradlinige Flächen fünften Grades vom Range Zwei. 
Die Doppelcurve wird gebildet durch eine dreifache und eine 
zweifache gerade Leitlinie. 

Die dreifache und die zweifache gerade Leitlinie, welche die ge- 
radlinigen Flächen fünften Grades in den unter A. V, B. III und C 
angeführten Fällea besitzen, können einander auch unendlich nahe 
rücken. 

Berlin, im October 1866. 
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Der Umstand , dass das Verständniss mehrerer Arbeiten II i e- 
mann's anfänglich nur einem kleinen Leserkreise zngäiiglieli war, 
findet wohl darin seine Erklärung, dass Riemann es unterlassen 
hat, bei der Veröffentlichimg seiner allgemeinen Untersuchungen das 
Eigenthiimliche seiner Betrachtungsweise an der vollständigen Durch- 
führung specieller Beispiele ausführlieh zu erläutern. 

Dies gilt aiich von dem in Riemann's Dissertation Art. 21 her- 
geleiteten Satze, welcher mir zu Betrachtvmgen über Abbildungsauf- 
gaben überhaupt den Anstoss gab , nämlich , dass es möglich sei , die 
Fläche einer einfach zusammenhängenden Figur auf die Fläche eines 
Kreises zusammenhängend und in den kleinsten Theilen ähnlich ab- 
zubilden und zwar nur auf eine Art so, dass dem Mittelpunkte ein 
beliebig gegebener innerer Punkt und einem beliebigen Punkte der 
Peripherie ein beliebig gegebener Punkt der Begrenzung jener Figur 
entspricht. 

Herr Hertens, mit dem ich im "Wintersemester 1863 ■— 64 die 
Vorlesungen des Herrn Weierstrass über die Theorie der analy- 
tischen Functionen hörte, machte gelegentlich mir gegenüber die Be- 
merkung, es sei doch eigenthümlich, dass Biemann von einer Func- 
tion, welche z. B. die Fläche eines ebenen geradlinigen Dreiecks auf 
die Fläche eines Kreises conform abbildet, bereits die Existenz nach- 
gewiesen habe , während die wirkliche Bestimmung einer solchen 
Function wegen der in den Ecken liegenden Unstetigkeiten der Be- 
grenzungslinie die Kräfte der Analysis zur Zeit noch zu übersteigen 
scheine. 

Damals war mir kein specieller Fall einer Fläche mit vorge- 
schriebener Begrenzung bekannt, für den die Aufgabe der oouforraen 
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Abbildung (lieser Fläolie auf die Fläche eines Kreises bereits mit 
Erfolg angegriffen worden war. 

Indem ich als nalie liegende Specialiairung die auf die Mäclie 
eines Kreises conform abztibildende Figui' als von geraden Linien be- 
grenzt und speeieU als Quadrat annahm, glaubte ich einen speciellen 
Fall der sillgemeinen Aiifgabe gefunden zu haben, dessen vollständige 
Lösung ancli bei dieser Specialiairnng wisaensehaftlielien Werth hatte 
lind jedenfalls als eine ansebauliche lUuatratiün zum Art. 21 der 
Rie mann sehen Dissertation willkommen wäre. 

Zur Lösung dieser und vieler anderer Abbildungsaufgaben führt 
das fmehtbai'e Theorem : 

Entspricht bei einer analytischen Function einer stetigen Folge 
reeller "Werthe des complexen Ai'gumentes eine stetige Folge reeller 
Werthe der Function, so entsprechen je zwei conjugirten "Wertben 
des Argumentes conjugirte Werthe der Function. 

In der Ebene (u), deren Punkte die "Werthe einer complexen 
Grösse ti geometrisch darstellen, sei ein einfach zusammenhängender 
Bereich U' abgegrenzt, dessen Begrenzungslinie ein endliches Stück 
l der Axe des Reellen in der Ebene (u) enthält. 

Eine analytische Fi\nction t des complexen Argumentes u, t = f(u), 
sei eindeutig definirt mit dem Charakter einer ganzen Function für 
alle dem Innern von ü" angehörenden "Werthe von « ; d. h. wenn «„ 
einen beliebigen dem Innern des Bereiches V angehörenden "Wei-th 
von u bezeichnet, so ist die Function f(u) für die in der Umgebung 
desselben liegenden "Werthe von u in eine nach Potenzen der Grösse 
ti — «u mit ganzzahligen positiven Exponenten fortschreitende Reihe 
entwickelbar, welche für alle dem absoluten Betrage nach hinreichend 
kleinen "Werthe von u—u^ convergirt. Es werde vorausgesetzt, dass 
bei der Annäherung von u an die Begrenzungslinie der Werth von t 
stets endlich bleibe und für alle Punkte der Linie l reeU sei ; für 
alle dem Innern und der Begrenzung des Bereiches V augehörenden 
Werthe des Argumentes u ändere sich der Werth der Function 
i = /'(") stetig mit dem Werthe des Argumentes u. 

Dem Gebiete U' entspricht ein Gebiet ü", dessen Punkte zu 
den Punkten von U' in Bezug auf die Axe des Reellen symmetrisch 
liegen. 

Für alle Punkte des Bereiches U" werde eine analytische Func- 
tion t dadurch erklärt, dass in den Bereichen V imd U" conjugirten 
Werthen der Grösse « conjugirte Werthe der Grösse t zugeordnet 
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werden. Denkt man sicli die beiden Gebiete U' und U" längs der 
Strecke l mit einander verbunden , m entsteht ein einfach zusammen- 
hängender Bereich U'+ Ü". Für alle dem Innern desselben angehö- 
renden Werthe des Argumentes u ist der Werth der Grösse ( ein- 
deutig definirt und zwar für die dem Innern von U' und für die dem 
Innern von U" angehörenden Werthe von u als analytische Function 
dieses Argumentes mit dem Charakter einer ganzen Function. Beim 
TTeberschreiten der Linie l und längs derselben ändert sich der Werth 
von, t stetig.' Hieraus folgt, dass die ftii' den Bereich ü" erklärte 
Function t eine analytische Fortsetzung der für den Bereich U' er- 
klärten Function iat und zwar eine Fortsetzung derselben über die 
Linie l hinaus. Der Beweis für die Richtigkeit dieser Behauptung 
kann folgentlermassen geführt werden, wenn, wie vorausgesetzt werden 
möge, der Bereich ü'+ JJ" die Ebene (w) überall nur einfach bedeckt. 
Wenn u^ einen dem Innern von JJ' angehörenden Werth von u 
bezeichnet, so hat nach einem Satze von Cauchy das Integral 



1 r«») 



du, 



wenn dasselbe in positivem Sinne über die Begrenznngslinie des Be- 
reiches U' oder über diejenige des Bereiches U" erstreckt wird, im 
ersten Falle den Werth f(%), im zweiten den Werth 0. Bei der 
Addition dieser beiden Integrale heben sick die längs der Linie l 
zweimal und in entgegengesetztem Sinne auszuführenden Tutegratio- 
nen weg, und es stellt die Gleichung 



rt».) = J^ /'-^^ du, 



wobei das Integral in positivem Sinne über die Begrenzung des Be- 
reiches Ü'+U" zu erstrecken ist, fiir alle Werthe der Grösse u„, 
welche durch die dem Innern dieses Bereiches angehörenden Punkte 
geometrisch dargestellt werden , eine stetige Fimction dieses Argu- 
mentes dar, deren Werthe mit den Werthen der Function t = f{ii) 
überall übereinstimmen. 

Hieraus folgt, dass die so erklärte Function auch für alle dem 
Innern der Strecke l angehörenden Werthe von u den Charakter einer 
ganzen Function besitzt. 

Es entsprechen also unter den gemachten Voraussetzungen con- 
jiigirten Werthen des Argumentes conjugirte Werthe der Function, 

5* 



yGoosle 



6§ Üeber einige Äbbikliiiigsaufgatii:», 

oder geometriseli aiiegedriickt ; die conforme Abbildung der Ebene (*() 
auf die Ebene (t), deren Punkte die Werthe der coraplexen G-rösse t 
geometriseli darstellen , ist für beide Ebenen symmetrisch in Bezug 
auf die Axe des ßeelleii : symmetrischen Punkten entsprechen sym- 
metrische Bilder. 

Macht man analytische Fortsetzungen der Function t = f{u) 
symmetrisch auf beiden Seiten der Axe des Reellen in der Ebene (u), 
so gelängt man zu dem Resultate, dass singulare Punkte irgend wel- 
cher Art entweder einzeln auf der Axe des Reellen oder paarweise 
symmetrisch zu beiden Seiten derselben liegen. Dieser Satz lässt 
sich sofort auf den Fall ausdehnen, in welchem bei der Abbildung 
durch eine analytische Function einem Stücke einer, in dem Bereiche 
des Argiimentes liegenden oder einen Theil der Begrenzung desselben 
bildenden , geraden Linie wieder ein Stück einer geraden Linie in 
derjenigen Ebene entspricht, deren Punkte die Werthe der analyti- 
schen Function geometrisch darstellen. 

Bei der speciellen Aufgabe der conformen Abbildung der Fläche 
eines Quadrates auf die Fläche eines Kreises lag die Vermuthung 
nahe, dass, wenn festgesetzt wird, es solle dem Mittelpunkte des 
Quadrats der Mittelpunkt des Kreises entsprechen, die Bilder der 
vier Geraden, welche Symmetrieaxen des Quadrates sind, ebenfalls 
gerade Linien sein möchten. Diese Ueberlegung ergab die Lage der 
den viel- Ecken des Quadrates bei der speciellen Festsetzung ent- 
sprechenden, auf der Peripherie des Kreises liegenden vier singulären 
Punkte. 

Nun konnte die Lösung der angegebenen Aufgabe dadurch au- 
genscheinlich vereinfacht werden , dass an die Stelle der Fläche des 
Kreises die Fläche einer Halbebene gesetzt wurde, welche ans jener 
durch Verwandlung mittelst reciproker Radien erhalten werden kann ; 
und zwar liegt die Vereinfachung, welche hierdurch herbeigeführt 
wird, in dem Umstände, dass nun die Begrenzungen beider confor-m 
auf einander abzubildenden Bereiche geradlinig sind. 

Nach dem oben angegebenen allgemeinen Gesetze kann demnach 
die die conforme Abbildung vennittelnde Function über den Bereich 
des Lmem des Quadrates hinaus, für welchen sie ursprünglich als er- 
klärt gedacht wird, analytisch fortgesetzt werden. 

Wird der Mittelpunkt der Transformation in einem der singulä- 
ren Punkte auf der Peripherie des Kreises angenommen , so ergibt 
sich, dass die Punkte der Axe des Reellen t = (X), t — —1, t = 0, 
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t = +1 als siuguläre Piinkte angenommen werden können, wälirend 
die auf der positiven Seite der Axe des Reellen liegende Halbebene 
eine conforme Abbildung des Innern des Kreises ist. 

Wenn die Lage eines Punktes im Innern des gegebenen Quadra- 
tes diu'ch einen Werth der complexen Grösse u bestimmt wird, so 
verlangt die gestellte Aufgabe , dasa die Variable t für alle Wertlie 
der Grösse u, welche den im Innern des gegebenen Quadrates lie- 
genden Punkten entsprechen, als analytische Function des Argumen- 
tes « mit dem Charakter einer ganzen Function eindeutig definirt 
sei , und für diejenigen Werthe des Argumentes ti , welche den auf 
der Begrenzung des Quadrates liegenden Punkten entsprechen, reelle 
Werthe habe. 

Der Bereich des Argumentes m kann nun nach dem oben ange- 
gebenen Gesetze zunächst auf das Innere von vier an das gegebene 
Quadrat anstoasenden , symmetrisch liegenden Quadraten und durch 
wiederholte Anwendung auf einen beliebig grossen Bereich der Ebeue 
(u) ausgedehnt werden. 

Es ergibt sich hierbei, dass die Function t auch bei dieser Er- 
weiterung des Gebietes ihres Argumentes eine für alle endlichen 
Werthe des Argumentes u eindeutige und zwar doppelt periodische 
Function von u sein muss, während das Verhältniss zweier Funda- 
mentalperioden gleich \/—l ist. 

Hiermit ist schon auf die lemniscatisehcn Functionen Jiingewie- 
sen- — 

Die BegTeazung des Quadrates bat in den vier Ecken desselben 
singiüäre Punkte. Diese Punkte müssen bei der Forderung, dass die 
Fläche des Quadrates in den kleinsten Theilen ähnlich auf die Fläche 
des Kreises oder auf die Fläche der Halbebene abgebildet werden 
soll, axisgenomraen werden, sonst würde die gestellte Aufgabe eine 
nicht erfüllbare Forderung enthalten. 

Jedes in der Nähe einer Ecke des Quadrates liegende Stück der 
Fläche desselben, ein in der Nähe des Scheitels liegendes Stück der 
Fläche eines rechten Winkels, muss durch diejenige Function, welche 
die angegebene Abbildung vermittelt, auf einen flachen Winkel abge- 
bildet werden. 

Es entsteht hieraus die Aufgabe, die allgemeinste Function auf- 
zufinden, durch welche der in der Nähe des Scheitels « = Hegende 
Theil der Fläche eines Winkels az in der Ebene (m) 
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iivif diu Ebene 

conform so abgebildet wird, daas innerbalb der angegebenen G-renzen 
jedem Punkte m = re'^ ein stetig mit ihm fortriickender Pimkt t ^= p e'''' 
entspricht, während die Werthe 

r = 0, p = 0; qr) = 0, ?// ^ ü; fp ^= uir., ^ ^ z 

einander entsprechen. 

Die einfachste Function, welche eine solche Abbildung vermittelt, 

ist die Function v ^ u" . Jede andere Function t des Argumentes u, 
welche ebenfalls eine Abbildung mit den angegebenen Eigenschaften 
vermittelt, besitzt, als Function der complexen Grösse v betrachtet, 
nach dem obigeu Theoreme für den Werth v = Q und die in der 
Umgebung desselben Hegenden Werthe der Grösse v den Charakter 
einer ganzen Function. Ebenso ergibt sich auch umgekehrt die Grösse 
w als eine analytische Function des Argumentes t, welche für alle 
in der Umgebung des Werthes ( = liegenden Werthe der com- 
plexen Grösse t, mit Einschluss des Werthes if = 0, den Charakter 
einer ganzen Function besitzt. 

Man erhält daher folgende, für die Umgebangen der Werthe « = 
und t = geltende analytische Darstellungen : 

■V = m" ; t = 6't;(l +«[« + «2«^+ ■ ■ ■)) 

V = y.(l + b,t+h,f + ■■■), 



Die Constante C ist von verschieden und positiv ; die Coefficien- 
ten ff, b, c haben sämmtlich reelle Werthe; letzteres folgt daraus, 
dass allen hinreichend kleinen positiven Werthen der Grosse ti, be- 
ziehlich der Grösse v, wieder positive Werthe der Grösse t entspre- 
chen sollen. 



Bei einer Aufgabe der conformen Abbildimg ist die Lage und 
die absolute Grösse der Figur in dei- Ebene («), auf welche eine ge- 
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gebene Figur in der Ebene (t) eonform abgebildet wird, im Allge- 
meinen gleichgültig, Hierduroli werden in die allgemeine Lösung der 
Abbildungsaufgabe zwei willkürliche Constanten eingeführt, welche 
diese Lage und absolute Grösse bestimmen; Ist «-=: f(t) eine rnne- 
tion, durch welche die Figur T in der Ebene (() auf eine Figur U 
in der Ebene (m) abgebildet wird, so ist auch u' ^= C,u •{■ C^ eine 
solche Funftion, nur liegt die entsprechende Figur U' in der Ebene 
(u') an einer anderen Stelle, ist in einem anderen Maassstabe ausge- 
fühlt und gegen die Lage der Figur U in der Ebene (u) gedreht. 
Wenn es nun darauf ankommt, die charakteristischen Eigenschaften 
der confuimen Abbildung einer Figur T auf eine Figur ü aufzufin- 
den, ao rauss eine Abhängigkeit zwischen den Grössen u und t auf- 
gesiiüht werden , welche von der besonderen Lage und der absoluten 
Grrösae der Figur U in der Ebene (u) unabhängig ist , d. h. es ist 
eine Diiferentialgleichung aufzustellen, in deren allgemeinem Integrale 
die Constanten C^ und G^ als Integrationseonstanten auftreten. 
Es ergibt sich 

dit' „ du 



Diese Function ist also von der besonderen Lage und absoluten GrÖsae 
der Figur JJ in der Ebene (m) unabhängig. 

Der Uebergang von ii zu -jt- und -j- log -tt ist insofern ein 
wichtiger Schritt, weü alle diejenigen Wei-the des Argumentes t, für 

welche die Grösse -7- unendlich klein oder unendlich gross, -j-, log -^r^ 
dt ^ ' dt ° dt 

unendUch gross wird, für die Abbildungsaufgabe als singulare aufzu- 
fassen sind, in denen von einer ähnlichen Abbildung im eigentlichen 
Sinne nicht mehr die Rede sein kann. 

In dem eben betrachteten Falle der conformen Abbildung eines 
Winkels w auf einen Winkel am ist 

d du K — 1 , , , , , , 

Diese Function hat also in der Umgebung des Werthes ( = den 
Charakter einer gebrochenen rationalen Function. Die Coefficienten 
d„d^, . . . haben sämmtlich reeUe Werthe, und es ist mithin derWerth 
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cTeL- Function --37 log -^ für diejenigen reellen Wertlie des Argumentes 
t, fiir welche die Reihe convergirt, ebenfalls reell. ■ — 

Handelt es sich darum, die Fläche einer Figur T in der Ebene 
(t) anf einen von einer einfachen (d. h. durch keinen Punkt mehr als 
einmal gehenden) Linie begrenzten , ganz im Endlichen liegenden Be- 
reich U in der Ebene (m) conform abzubilden, so ist im Voraus bekannt, 
dass die Grrösse -rr für keinen im Innern von T liegenden Punkt 
miendlich klein oder unendlich gross werden kann , dasa daher die 



Charakter einer ganzen Function besitzen muss. 

Fig. I. 




Im vorliegenden Falle sind f = —1, t = 0, i = +1 die im 
Endlichen liegenden singulären "VVerthe der G-rösse t ; k ist gleich \. 
Die Function 



+ i(7^4-7^-). 



welche t'iir alle reellen Werthe des Argumentes t ebenfalls reelle 
endliche "Werthe besitzt , hat für alle endlichen Werthe von t , deren 
imaginäi'er Theil positiv ist , den Charakter einer ganzen Function, 
also hfit dieselbe für alle endlichen Werthe von t den Charakter einer 
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ganzen Function. Für die uneBdlioli grossen Werthe von t ergibt 
sich die Entwickelnng 

mitliin 



dt '"^ di 




von t und zwar gleich —^i'fT'T'^T'^lZ^)' Hieraiis ergibt sich 
durch Integration 

loB^ = -4!og«(l-«') + logO., 

V. V'4((l-C) 

Mail kann sich leicht iibcrzengen , <las^ in der That durch das lem- 
niscatiache Integral 
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-i: 



\j4:fil-f) 



tlas Innere jeder der beiden Halbebenen , in wclclie die Ebene (i) 
diircb die Axe des Reellen getlieUt wird, auf das Innere je eines 
Quadrates mit der Seite / . =^ confurm abgebildet wird. 

Darob die Substitution s = -■- ■ ■ geht man von der auf der positiven 
Seite der Axe des Reellen in der Ebene (i) liegenden Halbebene auf 
die Fläche des in der Ebene (s) liegenden mit dem Radius 1 um den 
Punl(t s = beschriebenen Kreises über. 
Durch die Functionen 

u = r^~, s = sin am«, (/c = v/^ 

werden die in der Ebene (s) liegende Fläche des um den Punkt 
s ^ mit dem Radius 1 beschriebenen Kreises (siehe Fig. 2 auf 
S. 73) und die Fläche des in der Ebene (u) liegenden Quadrates 
mit den Ecken K, Ki, —K, —Ki, wo K = f -j=^.=^iät, (sieheFig.l 

auf S. 72) zusammenhängend und in den kleinsten Theilen ähnlich 
auf einander abgebildet. 

Um diese Abbildung durch eine Zeichnung zu veranschaulichen, 
habe ich für die aiis ^K und ^Ki ganzzahlig zusammengesetzten 
Werthe von u, soweit sie für diesen Zweck in Betracht kommen, die 
entsprechenden Werthe von s berechnet*) und danach die Zeichnung 
entworfen. 

Durch diese Abbildung erhält der von Abel bewiesene Satz, 
dass der Werth der Grösse sin ara g^, überhaupt der Worth der 
Grösse sin am -^^^-f- , sich durch AuflÖsimg von quadratischen 
Gleichungen ergibt , vorausgesetzt , dass der Modul h den Werth 
y/— 1 hat, dass 2^"+l eine Primzahl ist, und dass p und q irgend 
welche ganze Zahlen bezeichnen, folgende geometrische Bedeutung : 

Jeder Punkt der Fläche des betrachteten Quadrates, welcher den 
Werth einer der Grössen 



'■"') Tabelle der Werthe, welche die Function shiamn (fc = ^—l) für die i 
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i darstellt , hat die Eigenschaft , dass der demselben ent- 
sprechende , den Werth der Grösse s = sin am u geometrisch dar- 
stellende Pimkt der betrachteten Kreisfläche durch geometrische Con- 
structionen gefimden werden kann , welche nar die Anwendung des 
Zirkels und Lineals erfordern. 

Tritt an die Stelle des Quadrates ein Hechteck , dessen Seiten 
sich wie 2K zu IC verhalten, so wird die eonforme Äbbildnng der 
Halbebene T auf ein dem vorgelegten Rechtecke ähnliches Rechteck 
vermittelt durch das elliptische Integral 



=r 



\l(i-f)(i^ji;'f) 



wenn der ß[odvil k aus der Grleichung 

bestimmt wird, in welcher q '^ G " zix setzen ist. 



l2<^*4-2 



\-H"- 



Wenn es sich dämm handelt, das Innere einer Halbebene T auf 
das Innere eines geradlinigen Dreiecks mit den Winkeln kjf, ßit, yn 
conform abzubilden, so erhält man durcJi eine, der angegebenen ganz 
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analoge SdiUissfol gorung fiii' die die Abbildung vei'niitteliide Function 
die Formel 

G,u + c, = / {t^ay-'if-by-'it-cy-'cu. 

Hierbei Itönnen die drei reellen GrrÖsaen a, h, c, welche den drei 
Ecken des geradlinigen Dreiecks entsprechen, willkürlich gewählt werden, 
wenn sie nur auf der Begrenzung der Halhehene T in Beziehung auf 
das Innere der Halbebeiie in demselben Sinne auf einander folgen, wie 
die "Winkel ait, ßn, y% des Dreiecks atif dem Umfang des Dreiecks in 
Beziehung auf das Innere. 

Mit diesem Resultate war die Form derjenigen Function gefunden, 
durch welche die Fläche einer Halbehene auf tlie einfach zusammen- 
hängende Fläche irgend eines ebenen geradlinig begrenzten Polygons 
conforra abgebildet wird. Nur können in dem allgemeinen Falle eines 
«-Ecks von den n reellen Grössen a, &, c, t? . . ., welche den n Ecken 
des geradlinigen Polygons entsprechen , nur drei willkürlich gewählt 
werden, die übrigen w— 3 sind durch die gegebenen Verhältnisse der 
Längen der einzelnen Seiten des betrachteten Polygons bestimmt. 

Ist das Vieleck ein reguläres «-Eck und wird die Fläche der 
Halbebene durch die Fläche eines Kreises ersetzt, so wird diejenige 
Abbildung der Fläche des Kreises auf die Fläche eines regiilaren 
)i-Ecks , bei welcher die Mittelpunkte beider Figuren einander ent- 
sprechen, durch die Function 



-[-. 



vermittelt. 

Diese hier angegebenen Resultate habe ich im Frühjahre 1864 
im mathematischen Seminar der Berliner Universität vorgetragen und 
bei meiner Projnotion der philosophisolien Facultät derselben Univer- 
sität vorgelegt. 

Im August 1866 sind dieselben von Herrn Weierstrass der 
Berliner Akademie mitgetheilt worden. 

In Beziehung auf die Aufgabe der Abbildung der Fläche eines 
geradlinigen Polygons auf die Fläche eines Kreises hatte ich die 
Freude, die Untersuchungen des Herrn Christoffel über diesen 
Gregenstand : Sul problema delle temperature stazionarie e la rappre- 
sentazione di una data superflcie , Annall di Matematica , 11" serie, 
tomo 1°, 1867, den meinigen begegnen zu sehen. 
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Den Nachweis der Mögliclikeit der Constantenbestimmimg streng 
zu füliren, ist mir für den !Fa]l w = 4 geliuigen ; für den allgemeinen 
Fall verdanke ich einen strengen Beweis hierfür einer gütigen Mit- 
theilung d.es Herrn Weierstrass. 

Die angegebene !Formel lasst sich leicht auf den Fall ausdehnen, 
in welchem die von dem geradlinigen Polygon begrenzte Fläche in 
ihrem Innern Windungspimkte oder den unendlich fernen Punkt der 
Ebene enthält. 

So wird z. B. das Innere des Kreises in der Ebene (s) mit dem 
Mittelpnnkte s = und dem Radius 1 durch die Formel 



'vrM 



■ ds 



auf das Aeussere eines Quadrates conform abgebildet ; dem Mittel- 
punkte s ^ entspricht der unendlich weit entfernte Punkt der 
Ebene (m). 

Hiennit ist zugleich die Aufgabe der Bestimmung des stationären 
Temperaturzustandes unter vorgeschriebenen Urenzbedingungen für 
die von dem Äeusseren eines Quadrates gebildete, sich ins Unendliche 
erstreckende ebene Fläche grundsätzlich als gelöst zu betrachten. — 

Es lag nun der Wiuisch nahe, auch für die Abbildung einer von 
einer stetig gekrümmten Linie begrenzten Fläche auf die Fläche eines 
Kreises ein einfaches Beispiel zu besitzen , und welche Figiir konnte 
sich hierzu eher darbieten als die Ellipse ? 

Hier führte die Untersuchung der durch die einfacheren analyti- 
schen Functionen vermittelten eonformen Abbildungen anf einem be- 
friedigenden Wege zum Ziel. 

Das Innere einer Parabel in der Ebene (m) mit dem Brennpunkte 
M = und dem Scheitel m = 1 wird auf das Innere eines Kreises 
in der Ebene (s) mit dem Mittelpunkte s — und dem Radius 1 
conform abgebildet diirch die Function 

Das Ijuiere einer Ellipse mit den Brennpunkten w = i: 1 und 
den Scheiteln !( ^ ± a, + ii wird durch die Function 

s ^ sin am (4p aresin m) 

auf das Inuere eines Kreises mit dem Mittelpunkte s := und dem 
wenn der Modnl k durch die G-lei- 
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cliungen 

bestimmt wird. 






Die einfachste krnmme Linie ist der Kreis. Bei der i 
die Fläche einer von Kreisbogenstreeken begrenzten Figur in der 
Ebene (m) auf die Fläche einer Halbebene T abznbilden, führt eine, 
der oben für die Abbildung geradlinig begrenzter Polygone angege- 
benen ganz analoge Sehlussfolgerung zum Ziele. 

Wenn die von Kreisbogen begrenzte Figur in der Ebene {u) 
durch Vermittelung der Function 



auf eine Ebene (m') conform al)gebildet wird, so ist die entsprechende 
Figur in der Ebene («') ebenfalls von Kreisbogen begrenzt, unter 
denen sich auch geradlinige Strecken befinden können. 

Um ein für alle diese Abbildungen, welche aus einander durch 
Transformation mittelst reciproker Kadien abgeleitet vrerden können, 
zugleich geltendes Resultat zu erhalten , eliminire man die Constan- 
ten C. 



Es ist 



du' d" , ^^ , n ^l f'^^'^ n ^'^ 



• dt äi^°^ dt " C,u + C, dt ' 






df ^ dt dt' ^ dt ^" (O + C,)' \dt^ 

Bezeichnet man die Function 



^i°^w-i(i'°^f)" ■■''-(•"') 



so folgt hieraus, dass W(u',t) = W(u,t) ist, dass mithin der Aus- 
di-uck W von den Constanten C unabhängig ist. 

Zwei, eine Ecke der Begrenzungslinie der Fig-nr bildende Kreis- 
bogen mögen mit einander den im Innern der Figur liegenden Winkel 
ait einschliessen. Die Constanten C lassen sich so wählen, dass dieser 
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von zwei Kreisbogenstrecken gebikleten Ecke in cTet Ebene (m) eine 
von zwei geradlinigen Strecken gebildete Ecke in der Ebene (m') 
entspricht. 

Dana hat, wenn dem Eckpniikte der Werth ( ^= t^ entspricht, 
die Function -r? log —^ für die in der Umgebung des Wei'thes t = t^ 
liegenden Werthe der Grösse t nacli dem Obigen die Entwickeinng 



t-t, 



-Q + -- 



in welcher die Coefiicienten d reelle AVerthe haljen. 

Also hat die Function W{u,t) = Wiu\t) die für die Umgebung 
des Werthes t ^ t^ geltende Entwickeinng 



^ {t-tj ' t-t, 

in welcher die Coefficientcn d ebenfalls reelle Werthe haben. 

Enthält die von dem Kreisbogenpolygon begrenzte Fläche in 
ihrem Linern keinen Windungspunkt, so hat die Function W(u, t) für 
alle Werthe des Argumentes t, welche den im Innern der Halbebene 
liegenden Piinkten entsprechen, den Charakter einer ganzen Function; 
da dieselbe für alle reellen Werthe des Argumentes ( ebenfalls reelle 
Werthe hat und den Charakter einer rationalen Function besitzt , so 
ist dieselbe eine rationale Function F{t) von t. 

Die Aufgabe der conformen Abbildung der Fläche eines von 
Kreisbogen gebildeten Polygons auf die Fläche einer Halbebene ist 
also zurückgeführt auf die Integi^ation einer gewöhnlichen Diiferential- 
gleiehung 

W(ii,i) = Fit) 

und die Bestimmung einer Anzahl von Constanten. 

Diese Lösung lässt sich leicht auch auf den Fall ausdehnen , in 
welchem die Fläche des betrachteten Kreisbogenpolygons in ihrem 
Innern Windungspuukte enthält; es wird die rationale Function F(t) 
in diesem Falle auch für complexe Werthe der Grösse t unendlich 
gross, luid die Anzahl der zu bestimmenden Constanten und der zu 
erfüllenden Bedingungegieichnngen wii'd vergrössert. 

Es ist leicht zu zeigen, dass das allgemeine Integral der Diife- 
rentialgleichung 'P'(m, t) = F(f) sieh als Quotient zweier Lösungen 
derselben linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen 
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Funetionea als Coeffieienten darstellen läsat. Diese Bemerkung ver- 
danke icL einer gütigen Mittheilnng des Herrn Weierstrass. 

Ist die abzubildende Figur ein Kreisbogendreieek , so ist die 
lineare DifferentialgieicLung diejenige der liypergeometrisclien Reihe, 
und die Bestimmung der Constanten ist ohne Auflösung transeen- 
denter (rleiobungen ausführbar. 



Vermittelst des als Fiiuction der oberen Grenze betrachteten 
Integrals 

u-u, = f {t-a)"-'{t-iy-\t-cy-'dt, 

in welchem a, &, c reelle, k, ß, y positive Constanten bezeiclincn, welche 
der Bedingung a + ß + y = 1 genügen , , wird das Innere der beiden 
Halbebenen T' und T', in welche die Ebene (t) durch die Axe des 
E-eellen getheilt wird , auf das Innere zweier geradlinigen und zu 
einander symmetrischen Dreiecke U' und U" mit den Winkeln Rjt, 
ßjt, 'y% conform abgebildet. 

Die Ebene {t) möge durch Verwandlung mittelst reciproker Ra- 
dien auf die Oberfläche einer Kugel conform so abgebildet werden, 
dass der Axe des Reellen in der Ebene [t) ein grösster Kreis der 
Kugel entspricht. Es entsprechen dann symmetrischen Punkten auf 
beiden Halbkugeln symmetrische Bilder in den Flächen der beiden 
ebenen Dreiecke. 

Bringt man nun die beiden Dreiecke in eine solche Lage , dass 
ihre entsprechenden Ecken zusammenfallen, und denkt man sich, dass ihre 
in der Vorstellung von einander verschiedenen imd getrennten Flächen 
die Punkte der Begrenzungslinie gemeinsam haben und längs derselben 
eine Falte bildend zusammenhängen , so erhält man eine geschlossene 
einfach zusammenhängende , ein Dreieck mit den Winkeln kk, ß%, yx 
überall doppelt bedeckende Fläche JJ. Längs der Begrenzung dieses 
Dreiecks besitzt die Fläche JJ eine Falte, längs welcher die beiden 
Blätter mit einander stetig zusammenhängen. Diese Fläche kann 
auch aufgefasst werden als Oberfläche eines dreiseitigen Prisma mit 
unendlich kleiner Hohe. 

Dieser geschlossenen Fläche JJ entspricht nun eindeutig die ganze 
Kngelfläche. In allen Punkten , mit Ausnahme der den Ecken ent- 
sprechenden, ist die Abbildung in den kleinsten TheUen ähnlich, in 
diesen letate]*en Punkten ist die Abbildung eindeutig und stetig. 
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Wenn über den Integrationsweg nichts testgesetzt ist, so ist die 
IntegralüiKction u eine unendlich vieldeiitige Function der oberen 
Grenze x, und auch x ist im Allgemeinen eine unendlich vieldeutige 
Function von u. 

(Ausnahmen treten nur für folgende Werthsyatenie von aßy ein : 

h 'k 'i ' S^5"i ^^^J 1 'S TT' 

Vergl. den angeililirteri Aufsatz des Herrn Christoffel a. a. 0. 
S. 99 und Brlüt et Bouquet, Theorie des fonctions doublement 
pöriodiques, premiere Edition, p. 306 — 308.) 

Die verschiedenen Werthe , welche die Grösse m bei beliebig 
angenommenem Integrationswege tiir einen bestimmten Werth der 
oberen Grenze x erlangen kann , lassen sich stets aus einem dieser 
"Werthe mit Hülfe der Fläche ü geometrisch ableiten, indem man sich 
vorstellt , dass das Netz der Fläche U durch Abwickelung derselben 
unendlich oft auf die Ebene (u) ausgebreitet wird. 

Es ergibt sich auf dieselbe Weise aus der conformen Abbildung 
der Fläche eines Kreises auf die Fläche eines geradlinigen «-Ecks die 
Abbildung der Oberfläche ■ einer Kugel auf die beiden Seiten der 
Fläche dieses M-Ecks. 

Die Umkehi-ung dieser Aufgabe ist ein specieller Fall folgender 
allgemeinereu Aufgabe: Die geschlossene, einfach zusammenhängende 
Oberfläche eines von ebenen Flächen begrenzten Polyeders ist auf die 
Oberfläche einer Kugel eindeutig so abzubilden, dass mit Ausnahme 
der den Ecken entsprechenden Punkte die Abbildung überall in den 
kleinsten Theilen ähnlich, in diesen Punkten aber die Stetigkeit nicht 
unterbrochen ist. 

Unter der Voraussetzung, dass eine Abbildung mit den angege- 
benen Eigenschaften überhaupt möglich ist, gelangt man zu folgender 
Lösung : Die Oberfläche des Polyeders denke man sich auf eine Ebene 
abgewickelt und bezeichne die complexe G-röase , welche durch einen 
Punkt innerhalb des auf die Ebene ausgebreiteten Netzes der Polyeder- 
oberfläehe geometrisch dargestellt wird , mit ti. Die Oberfläche der 
Kugel bilde man direct eindeutig auf eine Ebene (a^) ab, deren Punkte 
die Werthe einer complexen Grrösse x geometrisch darstellen. Unter 
diesen Voraussetzungen ergibt sich 

du 
dx 
In dieser Formel, welche ich Herrn Weierstrass im Jahre 1866 

Gehwiri, Üesimmeltn AlhsnMaiiEnn. IL 6 



: cn{x- 



yGoosle 



82 Uelier uiiiige Abbildaiigsaiii'gabtin. 

raitgetlieilt habe , bedeutet x, den einer Ecke des Polyeders < 
diönden Werth der G-rösse x, während die Summe der in dieser Ecke 
zHsammensto SS enden Kaiiteiiwiukel gleicli ä«,K ist. Das Product 11 
ist über alle Ecken de^ Pol^edeib zn erstrecken. Die über alle 
Ecken des Polyedeib eisti eckte Summe 2{a, — l) hat den "Werth -—2, 
wenn der Werth x =^ er nicht emei Ecke des Polyeders entspricht, 
wie aus dem Euleiachen Sitze ubei Polyeder folgt. 

Die Eichtigkeit diesei Foiniel U'^it sieh — die Möglichkeit einer 
solchen Abbildung immer noch voiuusgesetzt — durch die Betrachtung 
der Punetion -3— log -5- beweisen ; auch lasst sich zeigen , dass die 
Constanten x^ bis auf drei willkürliche eomplexe Constanten einer 
gebrochenen Substitution ersten Grades durch die Bedingungen der 
Aufgabe eindeutig bestimmt sind; es ist mir indessen bis jetzt nicht 
gelungen, den strengen Nachweis zu führen, dass es für jedes vor- 
gegebene Polyeder möglich ist , diese Constanten den Bedingungen 
der Aufgabe gemäss wirklich zu bestimmen. 

In einigen Pallen ist diese Constantenbestimmung a priori aus- 
führbar, z. B. wenn das vorgegebene Polyeder ein reguläres ist. 

So wird die Abbildung der Kugeloberfiäche auf die Oberfläche 
eines Würfels vermittelt durch das Integral*) 



•=.r 



äx 



\/l — liiC* + X^ 



{Vergl. Monatsberichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin 
1865 , S. 150,) Mit der Abbüdimg der Oberflächen der regulären 
Polyeder auf die Kugel lasst sich eine Anzahl analytischer Probleme 
in Verbindung bringen, unter denen ich hier folgendes namhaft mache : 
Alle sphärischen Dreiecke zu finden, welche durch algebraische Func- 
tionen der Coordinaten auf die Fläche eines Kreises conform abge- 
bildet werden können. 



Dass es stets möglich ist, die einfach zusammenhängende ebene 
Fläche, weiche von einer aus Stücken analytischer Curven bestehenden 
einfachen Linie begrenzt wird, auf die Fläche eines Kreises zusammen- 
hängend und in den kleisten Theilen ähnlich abzubilden, hat R i e m a n n 



*) Sielic S. 2 des ersten Bandes der vDrliogenilen Ausgabe der gesammelten Ab- 
liandluiigen des Verfassers. 
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mit Zahiilfenahme des sogenannten Diriclile tsctien Principes zu 
beweisen gesucht. 

Da gegen die Zulässigkeit dieser Sühlnsaweiae bei einem Existenz- 
beweiae hinsiclitlicli der Strenge begründete Einwendungen geltend 
gemacht worden sind , war es wünschenswertb , ein Eeweisverfahren 
zu besitzen, gegen welches die bezüglich des Dir ichlet sehen Prin- 
cipes geltend gemachten Bedenben nicht erhoben werden konnten. 

Für den Fall, dass die Begrenzungslinie der abziihildenden Figur 
in allen Punkten nach aussen convex ist, habe ich einen solchen Be- 
weis in einer im November v, J. Herrn Weierstra.'ss überreichten 
Abhandlung zu führen versucht, 

Halle an der Saale, im Februar 1869. 
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traeders auf die Oberfläche einer Kuarel. 



In der vorliegenden Abhandlung stelle ich mir zunächst folgende 
Aufgabe ; 

Die Oberfläche einer Kngel anf die Oberfläche eines 
Tetraeders zusammenhängend und in den kleinsten 
Theilen ähnlich so abaubilden, dass jedem Punkte der 
einen Fläche ein einziger Punkt der andern entspricht. 

Die Untersuchung zerfällt in zwei Theile. 

Der erste Theil geht aus von dem als Function der obei'en Grenze 
betrachteten Integrale 

((-.«.^ = G f {x~a)"-'(x~by-'{x-cy-'(x-äy-'äx, 

in weh hem u. h, c, d beliebige complexe iind cc, ß, y, ö reelle, zwischen 
und 1 liegende und der Bedingiing « + ß + y + d = 2 genügende 
Constanten bezeichnen, und beschäftigt sich mit dem Nachweise, dass 
in der Ebene {«) dieses Integrals sich stets das Netz (7, der Ober- 
fläche U eines Tetraeders ABGD angeben lässtj auf welche die ganze 
Ebene (x) oder eine dieser Ebene entsprechende Kugelfläche conforra 
abgebildet wird, so dass das gegenseitige Entsprechen der Punkte 
beider Flächen ein eindeutiges ist. 

In dem zweiten Theile der Untersuchung wii'd der Beweis ge- 
führt, dass für jedes gegebene, ganz im Endlichen liegende Tetraeder 
A, B^ C'i D^ sich die angegebenen Constanten stets und awar, abgesehen 
von drei willkürlichen Constanten einer gebrochenen Function ersten 
Grrades , auf eindeutige Weise so bestimmen lassen , dass das vorhin 
eharakterisirte Tetraeder ÄBCD mit dem gegebenen A^ B, C, D, 
übereinstimmt. 
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I. 

Die Lage eines in einer Ebene (x) Hegenden beliebigen Punktes 
möge dnrch den Werth der nnbescJiränkt veränderlichen Grösse x 
ausgedrückt werden ; a, h, c, d seien vier von einander verschiedene 
specielle "Wertbe derselben, welclien ebenso viele in der Ebene (x) 
liegende Punkte entsprechen. 

Die Theile der Ebene (x) mögen nun durch die Integralfunction 

!t_M„ ^ G r{x-a)"-'(x-bY-'(x~cy-'(x-dy-'dx 

auf Theile einer Ebene («s) conforni abgebildet werden. Hierbei be- 
deutet C eine complexe Constante ; a, ß, y, S bezeichnen reelle, zwischen 
und 1 liegende Constanten, welche durch die Gleichung 

a-\-ß + y+-Ö =- 2 

mit einander verbvmden sind. 

Für das Innere jedes einfach zusammenhängenden Bereiches X 
der Ebene (sc), welcher in seinem Innern keinen der Punkte a, h, c, d 
enthält , kann ein Zweig der zu integrirenden Function als stetige 
Function des Ortes eindeutig erklärt werden , sobald für einen im 
Innern von X liegenden Werth von x einer der Werthe der Function 
fixirt ist. Aus diesem einen Zweige wird jeder andere Zweig der 
Function durch Multiplication mit einem Factor e"^' erhalten , wenn 
mit « ein Ausdruck m^a + m^ß + m,y -H m^ Ö bezeichnet wird , in 
welchem die Coefficienten m positive oder negative ganze Zahlen, 
einschliessUch der Null, bedeuten. 

Da die zu integi'irende Function für keinen Werth von x imend- 
lich gross erster Ordnung wird, so folgt, dass für einen solchen Be- 
reich auch ein Zweig u der Integralfunction eindeutig erklärt werden 
kann, und dass jeder andere Zweig m, derselben durch die Gleichung 
Wj = e™"w + Const. erhalten werden kann. 

Für die liier näher zu untersuchende confonne Abbildung sind 
die Verzweigungswerthe m, &, c, ä die einzigen singularen Werthe des 
Argumentes x. Für die in der Umgebung eines solchen Wei-thes, 
z. B. des Werthes a liegenden Werthe von x liat die Function u die 
Entwiekelung 

w,--M„ = CX^--a)"\l-^{x~-a)'^{x—a)\, 

worin '^^{x—a) eine nach Potenzen der Grösse x — a mit gaiixzahligen 
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pusitiveu ExpOBenten fortschreitende Potenzreihe bedeutet , welche 
tur alle dem absoluten Betrage nach hinreichend kleinen Werthe 
von x—a convergent ist. 

Zieht man daher vom Punkte a aus eiue einfache , d. h. durch 
keinen Punkt mehr als einmal gehende Linie L (ad], welche die Punkte 
h und c niclit enthalten und im Punkte d endigen möge , so kami 
man die Function u für alle in der Umgebung des Werthes a liegenden 
"Werthe von x, welche der Linie L{ad) nicht angehören, als stetige 
und eindeutige Function des Argumentes x erklären; für diejenigen 
Werthe x aher , welche in der Umge])ung des Werthes a liegen und 
der Linie i(a(J) angehören, hat die Function m — m„ dann zwei Werthe, 
deren Quotient gleich c'"'" ist. 

Die den beiden Ufern der Linie L{ad) in der Ebene (m) ent- 
sprechenden Curven stimmen aus diesem Grunde der Gestalt nach 
mit einander überein und lasseh sich durch eine Drehung um den 
Punkt 2(„ mit einander zur Deckung bringen. 

Zieht man, wie von a nach d die Linie L{ad), ebenso von b und 
c nach d einfache lämen L{iä} und L(cd), welche weder sich selbst, 
noch einander schiieiden, so bilden aEe, diesen Linien nicht angehö- 
renden Werthe von x einen einfach zusammenhängenden, den unend- 
lich weit entfernten Punkt der Ebene {x) enthaltenden Bereich X 
mit der in sich zurückkehrenden Begrenzungslinie L{adhdcda). 

Für jeden im Innern dieses Bereiches liegenden endlichen Werth 
des Argumentes x hat die Integralfunction u den Charakter einer 
ganzen Function. Für die in der Umgebung des Werthes x =^ co 
liegenden Werthe von x lässt sich it , da k -|- ^ + y -|- ^ = 2 ist , in 
eine Reihe von der Gestalt 



•cA\i-+ 



^Ki)] 



entwickeln ; dieser Werth ist also für die Function u und die durch 
dieselbe vermittelte Abbildung kein eigentlich singulärer. 

Hieraus folgt, daas die eomplexe Grösse m für alle im 
Innern des Bereiches X liegenden Werthe der Grösse 
3: als eine eindeutige, stet ige und üb er all endliche Func- 
tion des eomplexen Argumentes x erklärt werden kann. 

Für alle Werthe von x , welche den Linien L angehören , hat u 
im Allgemeinen zwei Werthe, für die Wertlie a, h, c. je einen Werth 
«nd für den Wertli d drei Werthe. 
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Das Gebiet aller Werthe von u , welche zu den innerhalb des 
Bereiches X liegenden Werthen von x gehören, sei mit IT, bezeichnet. 
Dieses Grebiet hat iu seinem Innern keinen "Wiiidungapunkt , denn 
-=— wird für keinen endlichen Werth von x gleich Null und dem 
Werthe x '^ ca entspricht kein Windungspunkt von U,. 

Der Begrcnzungsliniei(a(?6t?C(?a) von X entspricht in der Ebene 
(u) die Begrenzungslinie von U, nämlich eine Linie AD'"SD'üD"A. 
Die einzelnen Seiten dieses Gurvensechseckes AD" und AD'", BD'" 
und BD', CD und CD" haben beziehlich dieselbe Gestalt und bilden 
mit einander die im Innern von U, liegenden Winkel 2cwt, 2ßx, 2y7t. 
Die Summe der Winkel in den Eckpunkten D', D", D"' beträgt 2äa. 

Es wird nun gezeigt werden, dass man die Linien L(aä), L(hä), 
L (cd) stets so wählen kann , dass die entsprechenden Stücke der 
Begrenzung von ü, gerade Linien werden, und dass gleichzeitig die 
Figur üi das Netz der Oberfläche U eines Tetraeders ABCD darstellt, 
dessen Kanten mit den gleichbenannten geradlinigen Strecken der 
Figur U, gleiche Länge haben. 

Es ist zweckmässig, einen speoiellen Fall vor der Betrach- 
tung des allgemeinen besonders in Betracht zu ziehen. 

Die vierP unkte a,b,c,ä in derEbene (3;) können näm- 
lich die besondere Lage haben, dass sich durch diesel- 
ben ein Kreis oder eine gerade Linie legen lässt, 

Greht man von der Ebene («) durch Transformation mittelst 
reciproker Radien zu einer dieser Ebene entsprechenden Kugelfläche 
über, so liegen die den Punkten a, h, c, d entsprechenden Punkte auf 
einem Kreise, welcher die Kugelfläche in zwei Calotten theilt. 

Durch eine geeignete Wahl des Transformationsmittelpnnktes 
kann man bewirken, dass dieser Kreis ein grösster Kreis der Kugel 
wird. DieFlächen der beiden von diesem Kreise begrenz- 
ten Halbkugeln werden durch Vermittelung der Inte- 
gral functio n «sauf zwei symmetrische, ehene geradlinige 
Vierecke mit den Winkeln ait, ßx, y%, S% conform abgebil- 
det, die ganze Kngelf lache also auf eine geschlossene, 
einfach zusammenhängende Fläche TJ , bestehend aus 
den längs ihrer Begrenzungen zusammenhangenden und 
eine Falte von fJ bildenden Flächen der beiden symme- 
trischen Vierecke. 

[Es sei gestattet, hier eine Bemerkung eiazuftchalten. Ist iii 
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dem beti'acliteteii I"a31e a = ß = y^=ä=^^, so gelangt man zu 
dem elliptischen Integrale erster Art mit reellem Modnl imd rein 
imaginärem Periodenverhältnisse und erhalt , durcii die elliptischen 
Functionen vermittelt , die conforme Abbildung der Oberfläche eines 
doppelt zu denkenden Rechteckes auf die Oberfläche einer Kugel, 

Nun kann man nach Jacobi*) mittelst elliptischer Integrale 
dritter Art , welche die elliptischen Coordinaten "eines Punktes des 
Ellipsoids enthalten , die Oberfläche eines ungleichaxigen Ellipsoids 
auf eine Ebene eonform so abbilden, dass einer Hälfte der Ellipsoid- 
oberfläche das Innere eines Rechteckes , der die vier Xabelpunkte 
enthaltenden Ellipse der Umfang desselben und den Nabelpunktcn 
selbst die Ecken des Rechtecks entsprechen. 

Der ganzen EUipsoidoberfläche entspricht also hierbei das dop- 
pelte Rechteck, Durch Zusammensetzung dieser Abbildung mit der 
soeben betrachteten , durch elliptische Functionen vermittelten con- 
formen Abbildung erhält man die allgemeine Löaiuig der Aufgabe : 
Die Oberfläche eines ungleichaxigen Ellipsoids auf die 
Oberfläche einerKugel conforra so abziibilden, dass das 
gegenseitige Entsprechen der reellen Punkte beider 
Flächen ein eindeutiges ist. 

Es ergibt sich hierbei, dass den beiden Schaarcn der Krümmungs- 
linien auf dem EUipsoid zwei Schaareu von Curven vierter Ordnung 
auf der Kugel entsprechen, welche in zwei Schaaren confocaler sphä- 
rischer Kegelschnitte übergehen , wenn den drei Hauptschnitten des 
Ellipsoids drei grösste Kreise der Kugel entsprechen,] 

Wenn die vier Punkte a, b, c, ä nicht auf einem Kreise liegen, 
so kann man durch je drei derselben einen Kreis legen. 

Von diesen vier Kreisen theilt jeder, z. B, der durch die Punkte 
a, b, e gelegte, das G-ebiet der veränderlichen G-rösse x in zwei, durch 
diesen Kreis von einander getrennte Bereiche. Der eine derselben 
enthält in seinem Innei:n den vierten Punkt d ; der andere , welcher 
in seinem Innern keinen singulären Punkt enthält, möge mit (ahc) 

") Monatsberichte der Künigiicheu Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Jahr- 
gang 1839, Seite 64. 

Schering: lieber die coaforme Äbhildimg des Ellipsoids auf der Ebene. Göttingen 1858. 
Jacobi: lieber die Abbildung eines imgleichaxigen Ellipsoids auf einer Ebene, bei 

welcher die kleinsten Th eile iVhnlich bleiben, Journal für reine imd angewandte 

Mathomatill, Band 59, Seite 74—88. 13G1 . Gesammelte Werke, Band 2, Seite 

401— '11 Ö. 
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bezeiehnet wfrden Ben BezeielinuiigLU [hdc), (uda), (aäb) ist die 
analoge Bedeutung Iieiznlegeu 

Es kann angenommen w erden , da'>=! das Innere des Gebietes 
(abc) flu einen auf dei Ebene {j,) stehenden Beobachter, welcher auf 
tier Begienzung dieses Grebietes in der Richtung abc fortschreitet, 
links viin seiner Bewegung'-iichtung hegt 

Wenn dies iiamlich nicht \on vom herein der Fall wäre, so 
brauchte man nm die Bezeichnung dci Punkte a und c und dem ent- 
sprechend ff und / mit emandei zu "\Pitaii'5clien. 




\-"- 



Zitr Vereinfachung möge nun die Ebene (x) durch Vermittelung 
der Function 

, b—c x—a 

b—a x—c 

auf eine Ebene (x') eonform abgebildet werden. Don Punkten x ^ a, 
b, «!, d entsprechen der Reihe nach die Punkte x' = 0, 1, co, s. Es 
ist hierbei 

6~c d—a 

h — a d~c 

Dem G-ebiete {ahc) entspricht das G-ebiet (Olco), also die auf 
der positiven Seite der Äxe des Reellen liegende Halbebene; der die 
complexe Grosse s geometrisch darstellende Punkt liegt mithin in 
der auf der negativen Seite der Axe des Reellen liegenden Halbebene. 

Die Integralfunction u geht über in 
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Die \on lien Piiiikten a b, e nach dem Punkte d gezogenen Linien L 
sollen ao angenommen werden, daaa sie ausserhalb des G-ebietes (« b c) 
liegen und mit dei Begreiizungslinie desselben nor die Punkte a, h, c 
gemeinsam haben 

Gelien nun die Writke a,b,c,d beziehlieh in die Werthe 0,1, oo, ^ 
über, so liegen die den Linien L entsprechenden Linien L' ganz in 
der auf der negativen Seite der Axe des Reellen Hegenden Halbebeno. 

Für alle im Innern des dem Gebiete X entsprechenden Grebietes 
X' liegenden Werthe von x' kann u als eindeutige und stetige Func- 
tion des Argumentes x' erklärt werden. Dasselbe gilt von -5-; und 
von den Functionen 

log-^, loga^', log(3:'-l), log{x'-s), 

zwischen denen die Gleichung 

i-^ - „e„ -,-y^ .,„,-+(/i-l)l0g(»/~l)+(ä-l)l0g(3,'^^) 

besteht. 

Das Gebiet (ahc) in der Ebene (x) , beziehlieh die auf 
der positiven Seite der Axe des Reellen liegende Halb- 
ebene («') wird durch Vermittelung der Integralfunc- 
tion u auf ein einfach zusammenhängendes Gebiet U{abc), 
einen Theil von U^, conform abgebildet. 

Die Begrenzungslinic der Figur U(abc) ist nach 
aussen überall convex. 

Dies kann wie folgt bewiesen werden. Beschränkt man die Va- 
riable x' auf die Begrenzungslinie des Gebietes (a h c) und lässt die 
Grösse x! stetig wachsend alle reellen Werthe von — co bis 4-co an- 
nehmen, so drückt die Abweichung von -^ den Winkel aus, den 
entsprechende Elemente du und dx' der Begrenzungslinien beider 
Gebiete mit einander eiaschliessen. Dieser Winkel wird daher auch 
ausgedrückt durch den reellen Factor des imaginären Theiles von 

log^ = l'>gf?'+(«-l)loga;'+{,J-l)log(^'-.l) + (ö-l)iog(^'-^). 
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Der imaginäre Theil von hgx' ist, während die Grösse x' stetig zu- 
nehmend alle Werthe des IntervaUes von — oo bis durchläuft, con- 
stant, nimmt beim Durchgänge der G-rösse x' durch den Werth um 
%i ab und ist, während x' ^icli von bis +co bewegt, wieder con- 
atant. Dasselbe gilt von dem imaginären Theile von log(^' — 1) för 
die Intervalle von — oo bis 1 und von 1 bis + co. Der imaginäre 
Theil von log(3;' — ^) hingegen, nimmt, während die Grösse x' stetig 
zunehmend alle reellen Wo'thc durchläuft, beständig ab, da die Ab- 
weichung der von dem Punkte s nach dem Punkte x' führenden Strecke 
x'~0 beständig kleiner wird. 

Der Zuwachs, welchen der imaginäre Theil von log-^ erfährt, 
während x' sich innerhalb eines der drei Intervalle — oo- • - 0, 0- ■ ■ 1, 
1 ■ . ■ + CO bewegt, ist also gleich dem Zuwachse des imaginären Thei- 
les von (iJ— 1) log(a;' — ä). Der imaginäre Theil von log-^-r wächst 
also beständig, denn S ist nach der Voraussetzung kleiner als 1 und 
in den Punkten imd 1 beträgt die Zunahme beziehüch {l—a)m imd 
(1— jS)jrJ. Polgüch ist der Contingenzwinkel der Curve, welche der 
den Werth der complexen Grösse u geometrisch darstellende Punkt 
beschreibt, während die Grösse x' eines der Intervalle — co ■ ■ • 0, 
■ • ■ 1, 1 ■ ■ ■ +CO durchläuft, stets positiv, da derselbe dem Zu- 
wachse des Factors von i in dem Ausdrucke log -j-r gleich ist. 

Also ist die Begrenzungslinie ster Fig-ur ü(abc) in den drei 
Theileu, welche den Intervallen — co ■ ■ ■ 0, ■ ■ - 1, 1 ■ ■ ■ + co entspre- 
chen, nach aussen convex. In den Punkten Ä,B,C, welche den Wer- 
then «, b, e von x, beziehlich 0, 1, oo von x', entsprechen, hat die 
Begrenzungslinie der Figur U(ahc) je zwei Tangenten, und zwar be- 
tragen die Winkel, welche die folgende Tangente mit der vorherge- 
henden einschiiesat, beziehlich 

(1-«)«, (l^ß)x, (l-r)«. 

Die BegTenzungslinie des Gebietes ü(ahc) ist also auch in den 
Ecken nach aussen convex. Die inneren Winkel der Figur U(ahc) 
sind in diesen Punkten beziehlich gleich a%, ßit. y%. 

Die Summe aller Contingenzwinkel der Begrenzungslinie der Fi- 
gur ?7(«Jc) beträgt 

(l_„)j + (l_^). + (!,_,), + (l_ä)„ = 2., 
wie aucli daraus folgt-, dass diese ganz im Endlichen liege]ide, einfach 
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zusammenhängeiule Figixr in ihrem iunem keinen Windungspiinkt 
besitzt. 

"Wenn also ein Punkt die Begrenzung der Figur Uißbc) in po- 
sitivem Sinne durchläuft, so wächst der "Winkel, den die Riohtimg 
der Tangente dieser Cnrve mit der Richtung der Äxe des Reellen 
einachliesst, beständig und ist nach einmaligem Umlaufe des Pimktes 
um 2sr gewachsen. 

Eine geschlossene Curve, welche diese beiden Eigenschaften be- 
sitzt, kann von einer Geraden in nicht mehr als zwei Punkten ge- 
schnitten werden, und die geradlinige Strecke, welelie zwei Punkte 
einer solchen Curve verbindet, liegt ganz in dem Innern des von 
dieser Linie begrenztön und ganz im Endlichen liegenden Stückes 
der Ebene, falls sie nicht selbst einen Theil der Curve ausmacht. 

Construirt man daher in derEigur V{aic) das gerad- 
linige Dreieck ABC, so folgt aus dem angeführten Satze, 
dass die einzelnen Seiten und die Eläche dieses Drei- 
ecks ganz innerhalb der Eigur U{abc) liegen, dass da- 
her die Winkel desselben beziehlich kleiner sind als 
ccjt, ßjt, y^. 

Die analogen Betrachtungen, statt auf das Gebiet (ahc) auf die 
Gebiete (bäc), (cda), {adh) angewendet, führen auf die Figuren 

U{bdc), U(cäa), Uiaäb) 
und die Dreiecke 

B'D'C, C"I>"Ä". A"'V"'B"'. 

Die Gebiete (ahe) und (adb) haben einen von zwei Kreisbogen 
begrenzten, einfach zusammenhängenden Gebietstheil gemeinsam, wel- 
cher mit (ab) bezeichnet werden möge. Derselbe wird durch die In- 
tegralfunction auf eine Eigur 17(ah) conform abgebildet, deren Be- 
grenzungslinie in allen Punkten nach aussen convex ist. Also liegt 
die geradlinige Strecke AB, welche die den Punkten a und b ent- 
sprechenden Ecken der Eigur Uiab) verbindet, ganz im Innern der- 
selben. Es gibt also in der Ebene (x) eine einzige, ganz 
innerhalb des Flächenstückes («&) liegende, von « nach 6 
führende Linie L^ab), deren durch die Integralfunction 
u vermittelte Abbildung eine gerade Linie ist. 

Solcher Linien L gibt es in der Ebene (x) oder auf 
der, der Ebene (x) entsprechenden Kugelfläehe sechs, 
von denen jede zwei der Punkte a, b, c, d verbindet. 
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Die Ebene, beziehungsweise die Kugelt'läche, wird 
durch diese Linien in vier Cixrvendreiecke abc, idc, cäa, 
adb zerlegt, deren durch die Integralfunction u vermit- 
telte Abbildungen geradlinige Dreiecke sind. 

Wählt man daher die drei definirten, vom Punkte 
ä ausgehenden Linien L{ad), L{bd), Hcd) zn denjenigen 
Linien, deren Ufer L{aähäcäa) die Begrenzung des ein- 
fach zusammenhiingenden Bereiches X bilden, so ist 
die entsprechende Figur ZJ, das Innere eines von sechs 
geradlinigen Strecken begrenzten Sechseckes AD"'BB'GD"A, 




n Seiten die in den Ecken A, B, G znsammenstossenden 
einander gleich sind und mit einander beziehlich die im 
Innern von (^i liegenden Winkel Skjt, 2/5n:, Sya bilden. Von den in 
der Ecke Ä znsammenstossenden Winkeln D"'AB, BAO, GAB" ist 
jeder kleiner als an; da ihre Summe 2«3r beträgt, so ist die Summe 
je zweier derselben grösser als der dritte. Das angegebene 
Sechseck C/, ist daher das Xetz der Oberfläche ü" ei- 
nes Tetraeders ABGB. 

Ana den drei Winkeln am Punkte A kann man nämlich, weil 
die Summe je zweier derselben grösser ist eiIs der dritte, eine kör- 
perliche Ecke eonstmiren ; gibt man den Kanten beziehlich die Län- 
gen AB, AG, AB = AB" = AB'", so ist hierdurch ein Tetraeder 
ABGB bestimmt, dessen Seitenflächen ABG, BBC, CBA, ADB den 
vier Dreiecken ABC, BB'G, GB" A, AD"'B bezieblich congruent sind. 

Die Oberfläche U dieses Tetraeders entspricht der 
Ebene (x) und der derselben entsprechenden Kugelober- 
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fläche eindeutig Pimkt für Piiiikt. Die Abbildung der 
einen Fläche auf die andere ist in den kleinsten Tbei- 
len ähnlicli, mit Ausnahme der, den vier Ecken des 
Tetraeders entsprechenden Punkte, in welchen die 
Stetigkeit der Abbildung nitiht nnterbrüchen ist. 

Die conforme Abbildung der Ebene (x) auf die Ober- 
fläche ü des Tetraeders stellt daher geometrisch den 
Zusammenhang dar, welcher zwischen den Werthen, die 
das Integral u für einen bestimmten Werth x der oberen 
Gi-renze annehmen kann, und diesem Werthe x stattfindet; 
Alle "Werthe, welche das Integral auf verschiedenen 
Integrationswegen erlangen kann, werden aus einem 
dieser Werthe durch Abwickelung der Tetraederflä- 
che ?7 auf die Ebene (m) erhalten. 

[Hieraus ergibt sich beiläufig, wenn man a^ß~'y^S = ^ 
setzt, eine geometrische Deutung der Abbildung durch elliptische 
Functionen mit eomplexem Modul. 

Die vier Seitenflächen des Tetraeders sind in diesem Falle con- 
gmente spitzwinklige Dreiecke. 

Für die elliptischen Integrale, welche die eonforme Abbildung 
der Oberfläche der Kugel auf die Oberfläche eines regulären Tetrae- 
ders vermitteln, findet bei der Multiplication mit dritten Wurzeln der 
Einheit ein algebraisches Multiplicationstheorem statt; die Linien X 
sind in diesem Falle Kreisbogen. 

Gleichzeitig ist hierdurch gezeigt, wie man bei einem elliptischen 
Integral erster Art mit eomplexem Modul die Integrationswege zu 
wählen hat, um solche Fimdamental-Perioden zu erhalten, für welche 
die entsprechenden .3-Reihen am stärksten convergiren.] 



U. 

Es ist nun nachzuweisen, dass sieh bei einer gegebenen, ganz im 
Endlichen liegenden Tetraederfläche A,B,C^I>, die in der oben be- 
trachteten Integralfunetion enthaltenen Conatanten stets so bestimmen 
lassen, dass das zu derselben in Beziehung stehende Tetrader ÄBCB 
dem gegebenen congruent wird. 

Zunächst ist zu bemerken, dass die G-rössen a, ß, y und ö durch 
die Summen der Winkel in den Ecken A^, 5„ C,, D, des Tetrae- 
ders unmittelbar gegeben sind. Dieselben sind nämlich so zu wählen, 
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daaa die Summen der in den Ecken A^, B„ G',, .D, zusammenstossen- 
den Winkel beziehlicli durch 2cc7t, 'Zßit^ 2yrc, 2S]C ausgedrückt wer- 
den. Da die Summe aller dieser Winkel gleich 4« ist, so ist die 
oben vorausgesetzte Gleicliung a + ß+y + S = 2 erfüllt. 

Ferner ist zu beachten, dass, wenn diese Winkelsnmmen gegeben 
sind, das Tetraeder durch die Gestalt einer seiner vier Seitenflächen, 
etwa durch die Gestalt der Seitenfläche A^B^C^, der Gestalt nach 
bestimmt ist. 

Es gibt nämlich nur ein Tetraeder ABCD, welches mit einem 
gegebenen die Grundfläche ABC gemeinsam und in entsprechenden 
Ecken gleiche Winkelsummen hat. Fasst man das Tetraeder als 
dreiseitige Pyramide mit der Spitze D auf und breitet die Mantel- 
fläche DABO dieser Pyramide in eine Ebene aus, so ist die gebro- 
chene Linie A' B'C'A"B". . ., in welche die Linie ABCA ausge- 




breitet wird , in den Längen der einzelnen Seiten und den Win- 
keln je zweier auf einander folgenden Seiten bekannt. (Man erhält 
axoA'B'C =^ 2ccit—&i-cABC u. s. w.). Die Lage der Spitze B' in dem 
Netze ist nun eindeutig dadurch bestimmt, dass die Dreiecke A'B'D' 
und A"B"D' congruent sind, dass D' also von den Punkten A' nnA A" 
und den Punkten B' und B" beziehlich gleichen Abstand haben muaa. 
Hieraus folgt, dass in der That das Tetraeder ABCD durch die 
Summe der Winkel in den einzelnen Ecken und die Gestalt einer 
Seitenfläche ABC der Gestalt nach schon bestimmt ist, sobald noch 
feststeht, welche Seite der Fläche dieses Dreiecks nach Aussen lie- 
gen soll. Die Aufgabe der Constantenbestimmung ist dem- 
nach als gelöst anzusehen, sobald ea gelingt, die vier Con- 
stanten a, h, c, ä so zu bestimmen, dass das in der Ebene der 
Integralfunction u liegende ge]'adlinige Dreieck ABC, wel- 
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ches cTem nuf der Kugel liegentlen krummlinigen Dreiecke 
ahc entspricht, der Seitenfläche A.,B,G, des gegebenen Te- 
traeders gleichstimmig ähnlieh wird. 

Ohne dass der Allgemeinheit Eintrag geschieht, kann nun ange- 
nommen werden , dass a + ß'^X ist ; denn unter den vier positiven 
Grösaen a, ß, y, 8 deren Summe gleich 2 ist, mnss es, wenn nicht 
jede dieser Grössen gleieli ^ ist, stets zwei geben, deren Summe 
kleiner als 1 ist, und diese können mit k tind ß, die entsprechenden 
Ecken des Tetraeders mit Ä, und J5, bezeichnet werden. 

Die noch freistehende Wahl in der Bezeichnung der beiden an- 
dern Ecken des Tetraeders mit C, und D, möge so getroffen werden, 
dass die Seitenfläche Ä,B^G^ für einen auf der Fläche A,B,C^ ste- 
henden und ausserhalb des Tetraeders befindKchen Beobachter auf 
der linken Seite ihrer Begrenznngslinie A^B,ü,A, liegt. Um von 
den drei willkürlichen Constanten befreit zu sein, welche eine ge- 
brochene Substitution ersten Grades für die Grössen a, h, c, d ent- 
hält, gebe man a, h, c die "Werthe « = 0, h ^= 1, c = co. Dann 
mnss nach der getroffenen Uebereinkunft dem Innern des durch a, h, c 
gelegten Kreises die auf der positiven Seite der Axe des Beeilen 
liegende Halbebene entsprechen und der die unbekannte Conatante d, 
welche mit e bezeichnet werden möge, darstellende Punkt auf der 
negativen Seite der Axe des Reellen Hegen, 

Betrachtet man die Integralfimction 



f x"-^ (x-iy-' (x-sy-'dx, 



wobei die Veränderlichkeit der eomplexen Grösse x auf das Gebiet 
X beschränkt werden soll, so stellen die Seiten AB und AC des 
Dreiecks ABC die Werthe der bestimmten Integrale 



■i^'-r 



geometrisch dar, wo durch die dem Integralzeichen beigefügten Ac- 
cente angedeutet wird, dass bei beiden Integralen die Integration 
längs solcher Wege ausgeführt werden soll, die dem Innern des Ge- 
bietes X angehören. 

Wenn es sich darara handelt, die Oberfläche einer Kugel auf die 
Oberfläche eines bestimmten Tetraeders ^,B,C,D, zusainmenhan- 
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gend und in den kleinsten Theilen ähnlich abzubilden, so ist der 
complexe Werth des Verhältnisses ~t^ vorgeschrieben. Es soll näm- 

Uch 

A(J Aß, 

-AB = ^,B: = "'"■ 

sein, wenn A, B, und A^ C, zugleich die complexen Grössen bezeich- 
nen, welche bei einer beliebigen Annahme des Nullpunktes und des 
Einheitspunktes in der Ebene des Dreiecks A^B^C^ durch die Strecken 
-4,B| und Aß, geometrisch dargestellt werden. 

Im Folgenden wird nachgewiesen werden , dass die complexe 
Grösse z, deren Veränderlichkeit auf das Innere der auf der negati- 
ven Seite der Axe des Beeilen liegenden Halbebene beschränkt wird, 
nur auf eine einzige Weise so bestimmt werden kann, dass der Quo- 
tient w der beiden bestimmten Integrale w = f : j den vorge- 
schriebenen Werth w„ annimmt. 

Diese complexe Grösse w, als Function des complexen Argumen- 
tes s betrachtet, ist Quotient zweier Zweige derselben Ganssischen 
F- oder Riemannschen P-Function. Die Werthe 0, 1, oo sind die 
einzigen singnlären Werthe für das Argument s. 

Die GrrÖsse lo ist also eine analytische Fimction der complexen 
Grösse s, eindeutig definirt flir alle diejenigen Werthe derselben, 
welche geometrisch dargestellt werden durch Punkte der auf der ne- 
gativen Seite der Axe des Reellen liegenden Halbebene. Der Werth 
der complexen Grösse to werde durch einen Punkt in einer Ebene 
geometrisch dargestellt und das Gebiet der Werthe, welche die com- 
plexe Grösse to für alle der betrachteten Halbebene angehörenden 
Werthe der Grosse ä annimmt, mit TF" bezeichnet , so dass TF eine 
eonforme Abbildung der betrachteten Halbebene (0) ist. 

Zunächst ist zu bemerken, dass alle Punkte des Gebietes TT im 
Endlichen liegen, ausgenommen den Fall « = /5 = 7 = rf:=^, der 
als Grenzfall leicht zu behandeln ist. 

Denn der Nenner des Quotienten ^[' ist für keinen von 0, 1, co 
verschiedenen Werth der Grösse s gleich Null, der Zähler des Quo- 
tienten w wird flir keinen von 0, 1, 00 verschiedenen Werth der 
Grösse unendlich gross, und die Werthe, welche der Quotient w 
für Ä = 0, 1, 00 annimmt, ergeben sich mit Ausnahme des eben er- 
wähnten Falles als endliche. 

ScTiivari, GesaniTnelte AblmnainnBcn. IL 7 
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Ziii' Bestimmung der Gestalt des Gfebietes W betrachte man die 
BegTenzungalinie desselben. Diese Begrenzungslinie ist diejenige 
Curve, welche der den Wei'th der complexen Grösse to geometrisch 
darstellende Punkt miter der Voraussetzung beschreibt , dass die 
Grösse s die Begrenzung der betrachteten Halbebene , also alle reel- 
len Werthe von +co bis — co durchläuft, 

Es werde der Grösse ^ ein reeller, vorläufig constanter "Werth 
beigelegt. Wenn das Integral 



/ x" '(x— 1)^ '{x—sY ^dx, 



als Function der oberen Grenze betrachtet und die Veränderlichkeit 
der complexen Grösse x auf das Innere und die Begrenzung der auf 
der positiven Seite der Äxe des Reellen liegenden Halbebene, welche 
ein Theil des Gebietes X ist , beschränkt wird , so vermittelt dieses 
Integral die conforme Abbildung der erwähnten Halbebene auf die 
Fläche eines geradlinigen Vierecks mit den Winkeln an, ßn, f%, Stt-, 
Diese Winkel folgen auf einander in der Reihenfolge 

ccßöy, Kd'ßy, Saßy, 

jenachdom der Werth der reellen Grösse s dem ersten, zweiten oder 
dritten der drei Intervalle 

■1, 1 ■ . . 0, DO 

Die Eckpimkte des Vierecks seien den Wink ein entsprechend 
mit denselben Buchstaben aßyd bezeichnet. Der Werth des Integrals 

Jwird in dem ersten und in dem dritten Falle durch die Seite ccß, 
im zweiten Falle durch die Diagonale aß des erwähnten geradlinigen 
Vierecks geometrisch dargestellt. Ebenso wird der Werth des Inte- 

in dem ersten und in dem zweiten Falle durch die Seite ccy, 



'i: 



im dritten Falle durch die Diagonale my geometnsch 

Der Punkt, durch welchen der Werth des Quotienten 



geometrisch dargestellt wird, kann also durcii folgende (Jonstraction 
gefunden werden : 
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Man ponstruire ein, zu dem betrachteten geradlinigen 
Viereck mit den Winkeln «te, ^jt, yjr, Sm ähnliches Viereck, 
dessen der Ecke a entspreeheiide Ecke a' mit dem Punkte 0, 
dessen der Ecke ß entsprechende Ecke ß' mit dem Punkte +1 
zusammenfällt. Die der Ecke y entsprechende Ecke y' dieses 
Vierecks atellt den Werth der complexen Grösse w geome- 
trisch dar. 

Wenn der Werth der Grösse s dem Intervalle +co ■ ■ -1 ange- 
hört, so -ist die Axifeinanderfolge der Ecken des betrachteten Vier- 
ecks aßSy, und die Ecke y' liegt auf einer durch den Punkt ge- 
henden Geraden, die mit der Sti*eeke ■ ■ ■ 1 den Winkel ax ein- 
schliesst. 

Flg. 6. 

Ji 




Liegt der Werth der Grösse s in dem Intervalle ■ ■ ■ —co, 
so folgen die Ecken des Vierecks auf einander wie daßy; die Ecke 
y' liegt daher in diesem Falle auf einer durch den Punkt +1 gehen- 
den Geraden, mit welcher die Strecke 1 ■ ■ • den Winkel ß7t ein- 



Diese beiden Geraden schneiden sich, da der Voraussetzung zu- 
folge a + ß kleiner aJs 1 ist, in einem Punkte k, welcher den Werth 
der Grösse tv für ä ^ itco darstellt; für diesen Werth geht das ge- 
radlinige Viereck, auf welches die Halhebene (x) im Allgemeinen 
abgebildet wird , in das geradlinige Dreieck 1 Ä über. (In dem 
Fa]le a = ß = ^ sind die beiden Geraden parallel und /.; liegt in 
der Richtung der Strecke ■ • ■ i-i im Unendlichen.) 

Wenn s dem Intervalle 1 ■ ■ ■ angehört und demnach die Ecken 
des Vierecks in der Reihenfolge nSßy auf einander folgen, so ist der 
geometrische Ort der Ecke y' ein über der Strecke ■ ■ ■ 1 auf deren. 

7* 
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positiver Seite errichteter Kreisliogoii , welolier den Winkel yir; als 
Periplieriewiükel fasst. 

Der Puakt h liegt ausserhalb des durch den Kreisbogen und die, 
Strecke ■ - ■ 1 begrenzten Kreisabschnittes, denn es ist 

r= 2-(«+/»+«) 
= [i-(« + (i)]+(i-«), 

also ist der Winkel yn grösser als der Winkel 0kl, der gleicli 
[l—{(ic + ß)]ji ist. Der K^reisbogen schneidet daher von der Fläche des 
Dreiecks Qlk ein Stück ab, w|lches der Fläche des Kreisabschnittes 
angehört ; das von der Fläche des Dreiecks übrig bleibende Stück, 
das Kreisbogendreieck hlm, ist das Gebiet "Wder complexen Grösse tv. 
{Siehe Fig. 6 auf Seite 99.) 

Man überzeugt sich nämlich , dass die Punkte l und m , mögen 
sie nun mit den Punkten und 1 zusammenfallen oder nicht, die 
Werthe der Grösse w für die Werthe si' ^ 1 ujid e = geometrisch 
darstellen. Für beide Werthe hört das geradlinige Viereck, auf welches 
im Allgemeinen die Halbebene (x) abgebildet wird, auf, ein eigentliches 
Viereck zu sein, und geht in Je eins der Dreiecke Oll, 01m über, 
wenn es solche von und 1 verschiedene Schnittpunkte l und in des 
Kreisbogens mit den Geraden Oft und Ik gibt. Aber auch für de]i 
Fall, dass l mit 0, m mit 1 znsammentallt, überzeugt man sieh, dass 
diese Werthe die wahren Werthe der Grösse w für die Werthe i^ ^ 1 
und Ä = sind. 

Während ^ die Axe des Reellen von +oo bis — oo durchläuft, 
bewegt sich der die Grösse w geometrisch darstellende Punkt auf 
der Begrenzung des angegebenen Flächenstückes W stets in dem 
Sinne Jilni. 

Dies kann mit Hülfe des folgenden Satzes bewiesen werden: 

Wenn bei der eonformen Abbildung der Fläche einer Halbebene 
auf die Fläche eines geradlinigen Vierecks die drei, Eckpunkten des- 
selben entsprechenden Punkte 0, 1, t» festgehalten werden und der 
dem vierten Eckpunkte entsprechende Punkt sich innerhalb eines 
der drei Intervalle +oo . . . 1^ 1 ■ ■ ■ 0, ■ ■ ■ — 00 und zwar stets in 
demselben Sinne bewegt, so ändert sich während dieser Bewegung 
der Grösse jh innerhalb eines dieser drei Intervalle das Verhältniss 
der Längen je zweier anstossenden Seiten des Vierecks stets in dem- 
selben Sinne. 

Aus den angestellten Betrachtungen folgt, dass durch die 
analytische Function tv des Argumentes..? die auf de.v 
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aiif Uie OberfläcliB eimr Kugel. IQl 

negativen Seite der Axe des ßeellen liegende Halb- 
ebene {ä) conform auf das Innere W des Kreisbogen- 
di-eiecks klm abgebildet wird, wie auch a\is der Theorie der 
conformen Abbildung der Fläche einer Halbebene auf die Fläche ei- 
nes Kreisbogendreieoks geschlossen werden kann. "Weil die Begren- 
zungslinie des Gebietes W eine einfache Linie ist, so ist auch um- 
gekehrt die conforme Abbildung der Figur W auf die 
Fläche der Halbebene eine eindeutige: Jedem Punkte 
innerhalb des Kreisbogeudreieeka klm entspricht ein 
und nur ein Werth der örösse s. 

Es ist noch der Nachweis zu fuhren , dass der vorgeschriebene 
Werth ■-.— jp = «w, des Quotienten w = -j^ innerhalb des G-ebietes 
W liegt. ' 

Man conatruire ein Dreieck Olw^ ähnlich dem Dreieck A,B,C,, 
Weil die Winkel des Dreiecks A^B^C, beziehlieh kleiner als an, ßm, 
Y3t sind, so ist 

ai'clOitij < arclü/e, arciü„10 -< arc^lO, arcOzy^,! ■< ym. 
Von diesen drei Ungleichheiten beweisen die beiden ersten, dass der 
Pimkt w^ innerhalb des Dreiecks Ol/c liegt und die letzte, dass der- 
selbe ausserhalb der Fläche des über der Strecke Ol eonatruicten 
Kreisabschnittes liegt, "der den Winkel yic fasst, (Siehe Fig. ö auf S. 99.) 

Folglich liegt der gegebene Werth to^ der Grosse iv 
in dem Gebiete W des Quotienten der beiden bestimm- 
ten Integrale und es gibt nur einen Werth ^^ der Grösse 
^, für den die Grösse w den Werth w^ annimmt. 

Das Tetraeder ÄBCD, welches der Integraif uuetion 



C Tx"" {x-iy-' ix-s,y-'dx 



entspricht, ist also dem gegebenen ähnlieh. Dui'ch geeig- 
nete Bestimmung der Constante kann bewirkt werden , dass beide 
Tetraeder auch der Gröase nach übereinstimmen. 

Die Aufgabe der conformen Abbildung der Oberfläche eines Te- 
traeders auf die Obei"fläche einer Kugel mit der Bedingung, dass die 
Punkte beider Flächen einander eindeutig entsprechen sollen, ist also 
stets lösbar, und zwar lässt diese Aufgabe nur eine Lösimg zu, wenn 
festgesetzt wird, dasa drei gegebenen Punkten der einen Flache be- 
ziehlich drei gegebene Punkte der andern entsprechen sollen. 

Halle an der Saale, im September 1868. 
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Notizia suUa rappresentazione conformc di un' 
area ellittica sopra un' area circolare. 



Nella aua dissertazione inaugiirale (Annali di Matematica 1°- serie, 
tomo IP) itiemann eminciö il teorema, come sia sempre possibile di 
rappresentare la superfieie di una flgura semplicemente connessa (O) 
sopra di im circolo (S), conservaiido la connessione e la simiglianza 
nelle parti iiifinitesime , e ciö soltanto in una maiiiera, qiiando si 
voglia ehe al centro eorriaponda un punto interno fissaio ad artitrio, 
e ad Till puiito CLualsivogKa della circoiifereiiza nn punto del contorno 
di quella figura, pure dato arbitrariamente. 

La rappresentazione conforme della figura U sul circolo S si 
compie mediante una funzione analitica di variabile eompleasa s = /'(!(), 
iüdieando ogni valore determinato dell' argomento u =^ x + yi la, po- 
aizione di im punto determinato iiell' interno della figura ü, ed il 
valore coridspondeute s della funzione la posizione del punto omologo 
nell' interno di 8. 

La funzione analitica /"(«) dipende dalla forma del contorno della 
figura U, dalla posizione dei pn]iti di diramazione nell' interno della 
medesima ed inoltre da tre eostaiiti ; e propriamente alla soluzione 
completa dell' indicato problema basta la coiiosceuza di una funzione 
s = f{u), mediante la quäle si rappresenti la supei'ficie della figura 
U sopra la superfieie di un circolo S. Infatti, se si rappresenta l'in- 
tenio della stessa figura Ü mediante due ftmzioni s ed s' sopra l'in- 
temo di due eircoli S ed 8', eiascuna deUe due funzioni s ed s' 6 
una funzione razionale di primo grado dell' altra; basta adunque 
trovare in ogni oaso particolare una unica soluzione e determinare 
oonvenientemente le tre costanti. 
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Rappreseutazioae di un' öIHssb sopra uu cii'colo. "|_03 

La determinazione efFettiva della fimzione rappresentatrice noii 
riusci sino ad ora che in alcuni casi particolaxi, 

Nella memoria del sig, Cbristoffel; Sul proUema delle iem^Kra- 
ture studonarie e la rappresentasione di una data stiperßcie (Annali di 
Matematica , II* serie , tomo I") , il problema della rappreseatazione 
della superficie di un oircolo sulla superficie di un poKgono limitato 
da segmcüti rettilinei e ridotto ad uiia quadratura ed alla determi- 
nazione di un numero fiiiito di eostanti. In modo analogo si puö 
ridvirre il problema di rappresentare una area cireolare sopra una fi- 
gura limitata da arclii circolari alla soluzione di ima equazione diiFe- 
renziale ordinaria ed alla determinazione di nn numero linito di eo- 
stanti. Riguardo a ciü si veda una memoria contenuta nel giornale 
di Borchardt, tomo 70, U(Aer einige ÄhhüäungsaufgcAen,*) 

La presente nota ha per oggetto la soluzione del problema indi- 
eato , quando il contorno della fignra ü h una ellisse. Sia data nel 
piano, i eui punti rappresentano geometricamente i valori della quan- 
titä eompleaaa u = x~\-yi, una ellisse, i cni fuoehi siano i pnnti 
j( = +1 e M = —1 ed i cui semi-assi maggiore e minore siano 
eguali ad _« e h. 

Si imagini tagliata rettilineamentc quest' area eUittica lungo 
l'asse maggiore dai fnochi sino ai vertici, oioe dal punto i( = + 1 al 
pmito M = -Hß e dal pimto m = —1 al punto u := ~a, e ai rap- 
presenti l'intemo della superflcie semplicemente connessa, in tal guisa 
ottennta, mediante la funziono analitica 



snl piano {v). II eampo della variabile compleasa i> h, l'int^rno di un 
rettangolo, i punti di mezzo dei cui lati corrispondono ai valori 
V = ± Y'f, ^ = — T log \t^l ■**) Se ora si rappreaenta i'interno 
di questo rettangolo mediante la funzione 

s = aenam (4f ") 

siü piano (s), essendo il modulo k acelto secondo ie si 
dizioui 



■') Si veda pag. 78 del presente Tolume. 
**) Si veda una memoria del sig. Siebeck nel Gioruale di Orelle-Boroliardt, 
tomo 55, pag.246— 252 e: Casorati, TeoHca deUe funiioni di variahili complesse, 
pag. 243—245. 
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Rappi'eaeutazione di nn' ellisse sopra 



K 



:i\lq 



^j^ — - - log T-, q = ß 



ri (l + g')(l + g')(^+ 9')- 



\a+bJ ' 



\{l + q)[l + q')il + g^)---) \ l + 2q + 2q*+--- (' 

si avrä in quest' ultimo piano im circolo di raggio -p-, per modo 

che combinando le due rappresentazioni, ossia adoperando la funzione 

s = senain(4f arosenM), 

avremo rappreseiitato l'interuo della data ellisse , serbata la coiines- 
sione e la simiglianza nelle parti infinitesime, sopra l'iuterno di questo 
circolo. AI centro della eUiase w = corrisponde il centro del cir- 
colo s = , ai vertioi m = ± a, u ^ ±bi corrispondono i puiiti 



'=±VT-*) 



Fig. 7. 




Le liiiee , lungo le quali e oostaiite la pai"te reale o imagiiiaria 
di V, sono neUa superficie della elliase rispettivamente iperboii o el- 
lissi confocali, nella superficie del circolo curve confocali del quarto 
ordiiie coi fuoclii s = ±1, ±t= curve, le eui proprietä. geometriclie 
furono studiate piü aocuratamente dal sig. Siebeck e dal sig. Casey**). 



") Siveäa Siobeck, Ueber eine Gattung von Curven vierten Orades, welche 
mit den eltiptisehen Functionen sitaammenhängen , Gioriiale di Crelle-Borchardt, tomo 
57 e 59, e uell' opera stiacoeiinata del sig. Casorati, pag. 216— 249. 

'^■*) On bkircHltir quartier. Ti'ansartions nf Ui:i llnya! frisli Acadcmy. 1809, 
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La seguente' soluzione analitica del problema prcpusto conipletera 
la precedente sintetica. 

Per determinare sulla superficie della ellisse vma fimzione della 
variabile complessa u, la quäle sia mouodroma, finita e eontinua per 
tutti i valori di u neU' intenio della ellisse, e la cui parte reale 
per tutti i punti del contorno eoincida in valore eolla funzione 
^log{x'' + y^),*) a'introdnca in Inogo di »t nna nuova variabile com- 
plessa s = re**j per modo che 

e si indichi la costante \/^ eonr^, o in altri termini, si rappre- 
senti la superficie della ellisse nel piano (u) sopra la superficie di 
nua Corona circolare giaceiite ncl piano (s) e limitata dai circoli di 




raggi r^ e r~'. Ad ogni valore di u cotrispondono due valori di 4f, e 
la funzione cercata di m si trasforma in una funzione di 0, la quäle 
k monodroma, finita e contipua iiisieme coUe sne derivate per tutti i 
valori di s, il cui valore assoluto e compreso tra r„ e r~S 

La funzione cercata si puö adunqne svolgere per tutti qiiesti 
valori di s nella forma 






, CO) 



~') Vodi avt, 21 ilclla (lisscrtaKiono inaugm-alo di I 
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menfcre i ooefflcienfci ancora iguoti ^ e ^ si pussono determinare in 
gaisa che la parte reale <li il){s), tanto per s = r^ii'" qnanto per 
s =^ r^' e""*'', sia cgualo a 

=^ ~log(2rJ — rJcos2(p— ■^rJco3 4g)— ^rjeijsey—, . . 
La funzione 

{» = 1, 2. 3 . , -CO) 

soddisfa alle condizioni proposte, e, per espressione della fmizione, 
inediante la quäle si rappresenta in modo conforme la siiperflcie deEa 
ellisse su quella di un circolo S' di raggio 1, essende i centri delle 
due figui'e pi^nti corrispondenti , si ottiene 



So si pone s = e"', rl ^ f[, riesce ?( = seil v, s'" + s *" = 2cos2wti, e 

espreasiojie eqiiivaleute (Jaeobi, Fuiidamenta nova theoriae fiinctio- 
mim ellipticaiaim, pag, 99, form, ö) a 

logsenam(^)j)+log\/A . 

E nianifesta adunque la esattezza della fatta asserzionc, come 
cioö si possa rappresentare l'interno della suaccennata ellisse mediante 
la fimzione 

s = senam(^ arc seiiM) 

neli' interne di vm circolo di raggio -y^.. 

Per retidere intiiitiva qnesta rappreseiitazione si sono costruite 
le figure annesse, ponendo 
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La tabella qiii uuita fürniaco pol modiilo h ^^ ^^ i \-alori di 



sen am ( — ^ — K\ 



per lo coppi« di valori iiiteri m, n giatenti fra i lindti 



•■ 


















' 


,.„, 


Ü,57fl 
+ 1,041 ( 


0,935 
+ 0.134* 


+ 0,'t55i 


+ o;aMi 


+o;ii2i 


,,,.. 




' 


0,634.- 


0,S9S 


4-0,432; 


0.9M 
+ 0.326* 


],018 


1,074 


,,„ 




• 


0,317 i 


+o;2M* 


0,897 
+ 0,236 ( 


0,799 
+ 0.166; 


+0403; 


1,001 
+ 0,048 i 


1,024 




' 


' 


0,302 


0,565 


.,» 


.,» 


.,,. 


. 




' 


« 


. 


' 




' 


' 


• 


- 



Zurigü, Maggio 1869. 
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Zur Theorie der Abbildung. 



Pi-ogramro clor eideaiiöfisiacbei! polytediuieolien Schule in ZSricIi für do, 1 1 ul al Ibü9 
gefühiWn Progrnmm »erSffenUieht »oiaim ist. 

Im Artikel 21 seiner Dissertation hat Riemann ki Sitz au-, 
gesprochen, dass es stets möglich sei, diePlticheeiuei 
einfach zusammenhäiigeinien Figiir auf die Fläche eines 
Kreises zusammenhängend und in den kleinsten Thei- 
len ähnlich abzubilden, 

Der am angeführten Orte für diesen wichtigen Lehrsatz gegebene 
Beweis beruht aiif einer scharfsimügen Anwendung der unter dem 
Namen des Dirichlet sehen Princips bekannten Sehlussweise , — 
unterliegt jedoch damit auch den Bedenken , welche hinsichtlich der 
Strenge gegen diese Sehlussweise geltend zu machen sind. 

Bei dem Versuche, obigen Lehi'satz direct zu beweisen , hat sich 
mir ein Verfahren dargeboten, welches dazu dienen kann, diesen Satz, 
wenn auch nicht in seinem ganzen Umfange, so doch für alle dieje- 
nigen einfach zusammenhängenden &ebiete zu beweisen, welche die 
Ebene nirgends mehrfach bedecken und deren Begrenzungslinie nach 
aussen überall convex ist, 

Da, soviel ich weiss, bis jetzt (1869) überhaupt noch kein Ver- 
fahren bekannt ist, den angegebenen Lehrsatz in seinem ganzen Um- 
fange streng zu beweisen, so wird die Mittheilung einer Methode, durch 
welche ein Theil des Satzes bewiesen werden kann , nicht ohne 
Interesse sein. 

I. 

Unter Bezugnahme auf eine Abhandlung des Herrn Christoffel; 
Sul prohlema delle temperature stasionarie e la rappresentazione di una 
data superficie , Amiali di Matematica pura ed applicata diretti da 
Brioschi e Cremona, tomo 1°, und auf eine im 70. Bande von Bor- 
eil a r d t 's Journal für Mathematik mitgetlieilte Abhandlung des 
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Verfassers: Ueher einige Äbhüäungsaufgaben*), wird in dem Folgenden 
vorausgesetzt, dass für die Pläclie jedes von geraden Strecken be- 
gi'enzten , die Ebene nirgends mehrfach bedeckenden Vielecks die 
Möglichkeit der conformen Abbildung derselben auf die Fläche eines 
Kreises bereits bewiesen sei. 

Von dieser Voraussetzving wird in folgender Form (Gebrauch ge- 
macht werden. 

In der Ebene (m), deren Punkte durch ihre Lage die Wei'the 
einer complexeü Grösse u geometrisch darstellen, sei ein von geraden 
Strecken begrenztes Vieleck gegeben, dessen Fläche U die Ebene (m) 
nirgends mehrfach bedeckt. Der Nullpunkt liege im Innern des 
Gebietes ü, der Abstand desselben von einem beliebigen Punkte des 
Kandes werde mit p bezeichnet ; es bezeichne p, den kleinsten, p, den 
grössten Werth, den die Grösse p annehmen kann. 

In einer anderen Ebene (s) , der Constructionsebene für eine 
complexe Grösse s, sei um den Nullpunkt mit dem Hadius 1 ein Kreis 
beschrieben. Das durch die Fläche dieses Kreises bestimmte Gebiet 
werde mit S bezeichnet. 

Es gibt eine analytische Function u des complesen Argumentes 
s, M == f(s), — eindeutig erklärt mit dem Charakter einer ganzen 
Function für alle "Werthe des Argumentes s , deren absoluter Betrag 
kleiner ist als 1 ; endlich und stetig für alle Werthe des Argu- 
mentes s, deren absoluter Betrag die Einheit nicht überschreitet, — 
durch deren Vermitteliing die Fläche S des in der Ebene (s) 
liegenden Kreises in der Weise zusammenhängend und in den klein- 
sten Theilen ähnlich auf das Gebiet U abgebildet wird , dass dem 
Mittelpunkte der Kreisfläche S der Punkt im Innern des Gebietes 
U entspricht. 

Diese Function u = f(s) ist darstellbar dui-ch eine nach Poten- 
zen der Grösse s mit ganzzahligen positiven Exponenten fortschreitende 
Potenzreihe 

u = f(s) = A,s + A,s'+----\-A,X+---, 

welche für alle Werthe der Grösse s , deren absoluter Betrag die 
Einheit nicht überschreitet, unbedingt convergirt. Das vollständige 
Gebiet aller Werthe der Summe « dieser Reihe entspricht dem Ge- 
biete ü. 

*) Siehe Seite 76 dieses Bandes. 
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110 Zur Theorie der Abbildung. 

Nach einem von Caucliy bewiesenen Lehrsätze wird der Coeffi- 
cient A^ des die Potenz s" entlialtencTen Gliedes dieaer Reihe durch 
den Ausdruck 






gegeben, in welchem der Integrationavariablen % alle reellen Werthe 
von bis 2nr beizulegen sind. Sämmtliche Coefficienten ^„ sind dem 
absoluten Betrage nach kleiner als p^. 

Die Grösse s kann ohne Nachtheil für die Allgemeinheit der 
Untersuchung mit einem Factor multiplicirt werden, dessen absoluter 
Betrag den "Werth 1 besitzt. Dieser Factor möge so gewählt werden, 
dass der Werth der Ableitung -^ für den Werth s ^ i'eell und 
positiv ist. 

Man betrachte nun die Fvmction log(^). Der Werth derselben 
ist für alle Werthe des Argumentes s , deren absoluter Betrag die 
Einheit nicht überschreitet, endlich, ändert sich mit dem Werthe des 
Argumentes s stetig und ist eindeutig erklärt , wenn noch die Fest- 
setzung getroffen ' wird , dass der imaginäre Theil der Function für 
den Wertli des Argumentes s ebenfalls den Werth annelunen soll. 

Der Werth des reellen Theiles der Function log (7) für den 
Werth 5 = des Argumentes ist gleich dem Werthe des Ausdruckes 



■'(1 



wobei das Zeichen K bedeutet, dass der reelle Thcil der auf dasselbe 
folgenden Grösse zu nehmen ist. 

Für den Werth s = ist also der reelle Theil des Werthes der 
Function log(^) grösser als logp, und kleiner als logp,. Der 
Werth der Ableitimg -^ für den AYerth s = liegt mithin zwi- 
schen p, und pj. 

Für diejenigen Werthe des Argumentes s, deren absoluter Betrag 
gleich 1 ist , stimmt der Werth des reellen Theiles der Function 
log(j) mit dem Werthe der Grösse logp überein. 

Der kleinste Werth dieser Grösse ist gleich logp,, der grösste 
ist gleich logp^. Daher liegt für keinen Werth des Argumentes s. 
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absoliiter Betrag gleich 1 oder kleiner als 1 ist , der abso- 
lute Betrag des Qi\otienten ~ ausserhalb ' des Intervalles 9, ■ ■ ■ p^. 

Aus der TJmkehning der Function tt ~ f(s) entsteht, wenn 
die Veränderlichkeit der complexen Grösse u auf diejenigen Werthe 
beschränkt wird, welche durch Punkte des Innern oder durch Punkte 
der Begrenzung des Gebietes U geometrisch dargestellt werden , eine 
analytische Function s = s{u), welche für die angegebenen Werthe 
des Argumentes u mit Ausnahme derjenigen, welche den Eckpunkten 
des Grebietes U entsprechen , den Charakter einer, ganzen Function 
besitzt. Auch fiir die den Eckpunkten des Gebietes U entsprechenden 
Werthe bleibt die Function s(ii) endlich und stetig. 

Durch Vermittehmg dieser Function s ^ s(u) wird das Gebiet 
U zusammenhängend und in den kleinsten Theilen ähnlich auf die 
Fläche S eines Kreises mit dem Radius 1 abgebildet , und zwar ent- 
spricht dem Punkte im Linem des Gebietes U der Mittelpunkt der 
Kreisfläche S. 



n. 

In der Ebene (ti) sei ein einfach zusammenhängendes ganz im 
Endlichen liegendes Gebiet U gegeben, welches die Ebene nirgends 
mehrfach bedeckt, also auch in seinem Iiuiern keinen Windungspunkt 
besitzt. 

Von der Begrenzungslinie C des Gebietes U wird vorausgesetzt, 
dass dieselbe in jedem ihrer Punkte eine oder zwei Tangenten besitzt, 
und dass die&elbe ganz auf einer Seite jeder ihrer Tangenten liegt, 
Die Begreuzungslinie C ist also überall nach Aussen eonvex. Hier- 
bei ist indessen nicht ausgeschlossen , dass Theile der Eegrenzungs- 
linie C geiadlmig sind 

Im Innern de^ Gebietes ü werde ein Punkt als Pol für die 
Polarcooi dinaten q ip und zugleich als derjenige Punkt angenommen, 
welchem bei dei geometrischen Darstellung der Werthe der complexen 
Grösse u dei Wei*th « = entspricht. Für die Punkte der Begren- 
zungslinie € ist der Eadiusveetor q eine eindeutige Function der 
Grrösse 9). Ueberhaupt besteht die Gleichung u = ^e''". 

Es bezeichne S eine von Null verschiedene positive Grösse , it' 
eine veränderliche complexe Grösse, welche mit der complexen Grösse 
u durch die Gleichung u = (1 + S)ii' verbunden ist. 

Wird, analog der Gleichung if =r- Qif". u' = q'c''" gesetzt, so er- 
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gibt sich 



: (l + d)p', 



<p = 9). 



Bei der geometrischen Darstellung der Wertlie der complexeii 
Grösse m' dnreli Punkte der Ebene (u) entspricbt dem Gebiete U ein 
Gebiet U', dessen Begrenzungalinie C und dessen Inneres ganz im 
Innern des Gebietes TT liegt. Die beiden Begrenznngslinien C und C 
haben den angegebenen Voiaussetzungen zufolge keinen Punkt mit 
einander gemeinsam. 

Wird mit p, der kleinste, mit p, der grösste unter den Abständen 
des Punktes von den Punkten der Begrenzungslinie C bezeichnet, 
so liegt für keine Tangente der Linie C der Abstand derselben von 
dem Punkte ausserhalb des Intervalles (),■■■ p,. 

Es bezeichne £„ eine von NuH verschiedene positive Grösse, s eine 
von Null verschiedene positive Grösse, welche kleiner als £„ ist; tj be- 
zeiclme die Gh'Össe £V^. 

Zu der Begrenzungslinie des Gebietes ü denke man sich in 
der Ebene (m.) im Abstände *; eine ausserhalb des Gebietes U liegende 
ä quid! staute Linie C" conwtruirt. (Siehe die schematische Fig. 9.) 



M P" a T" 


^ 


"^n 


la-^. 


N 

\ 

\ 
\ 


/ 


-f.' 



Einem Pmikte P der Begrenzungslinie G entspreche der Punkt 
V" der Linie C" . Ist PI" die Taugente der Linie in dem Punkte 
P, so liegt der angegebenen Voraussetzung zufolge die Linie G auf 
derselben Seite der Geraden PI', auf welcher der Punkt liegt; der 
Punkt P" liegt auf der entgegengesetzten Seite der Geraden TT. 

Denkt man sieh zu der Geraden TT eine durch den Punkt P" 
hindurchgehende parallele Gerade T"T" construirt, so liegt die Linie 
C" auf derjenigen Seite dieser Geraden , auf welcher der Punkt 
liegt. Es sei Q der Schnittpunkt der Geraden T"T", Q" der Schnitt- 
punkt der Linie C" mit der Verlängerung des Strahles OT. 
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Werden die i'iisspmikte der vom Pimkte auf die pafallelen 
Geraden PT und P"T" gefällten Perpendikel mit JV imd JV, bezeichnet, 
so liegen die drei Punkte 0, N, N^ in gerader Linie , imd es hat die 
Strecke NN, dieselbe Länge wie die Strecke PF", nämlich die Länge tj. 

Da OQ"'^OQ ist, so besteht die Beziehung 

1)P -^ OP' OP ON " ^ ON ' 0-ff < p. 
und. falls der Werth des öuotienteiii — mit ä bezeichnet wird, 
OQ" 



OP 



= 1 + S. 



Wird nun die Veränderlichkeit der complexen Grösse ti Yoröbergehend 
auf diejenigen Werthe beschränkt, welche durch Punkte der Linie C" 
geometrisch dargestellt werden, und wird sodann diu'ch Vermittelung 
der bereits betrachteten Gleichung u = (1 + ä)w' zu derjenigen Linie 
C" übergegangen, deren Punkte die Weiiite der complexen Grösse u' 
dai'stellen , so liegt kein Punkt der der Linie C" ent- 
1 Linie C" ausserhalb des Gebietes U. (Siehe die schema- 
tische Figur 10 auf Seite 114.) 

Die Grösse s^ möge von vornherein so klein angenommen werden, 
dass der Werth des Quotienten — — kleiner ist als eine gewisse 
kleine Grösse S^. Unter dieser Voraussetzung ist die Grösse 

tj _ £^2 _ ^ 

kleiner als die Grösse d^. 

Die Ebene (m) des Gebietes U denke man sich in der Weise mit 
einem Quadratnetze überzogen , dass die einzelnen Maschen 
dieses Netzes von Quadraten gebildet werden, deren Seiten die Länge 
s haben , und dass zu den Eckpunkten dieser Quadrate auch der 
Punkt gehört. 

Die Gesammtheit aller derjenigen Masehen dieses Quadratnetzes, 
welche in ihrem Innern oder auf ihrer Begrenzung Punkte enthalten, 
die dem Innern oder der Begrenzung des Gebietes JJ angehören, bildet 
ein einfach zusammenhängendes Gebiet , welches mit {7, bezeichnet 
werden möge. Die gebrochene Linie, welche die Begrenzung des Ge- 
bietes U^ bildet, werde mit G^ bezeichnet, 

Solmici, Clestuninelte Alihsn^liiiisen. II, 8 
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Durch folgende schematische Figur wird ein Seetor des von den 
Linien C und C" begrenzten ßinggebietes und der demselben ent- 
sprechende Sector des von den Linien C und 0'" begrenzten Eing- 
gebietes veranachaulicht. Die Figur veranschaulicht ferner den im 
Linem des zuerst erwähnten Sectors liegenden Theil der Begrenzungs- 
linie 0^ des Grebietes U, und den demselben entsj)i:echenden Theil der 
Begrenzungslinie G[ des dem Gebiete ü, entsprechenden Grebietes Ü[. 




Das Gebiet U, , welches das Gebiet U als eineu Theü enthalt, 
ist durch die im Vorhergehenden angegebenen Festsetzungen unzwei- 
deutig bestimmt, sobald die Wahl des Quadratnetzes den angegebenen 
Bedingungen gemäss getroifen ist, Die Begrenzung C, des Gebietes 
?/, ist eine einfache geschlossene Linie , welche ganz ausserhalb des 
Gebietes ü liegt , und deren Punkte ohne Ausnahme einem ringför- 
migen Gebiete angehören , dessen vollständige Begrenzung von den 
Linien C luid C" gebildet wird. Die eomplexe Grösse, welche durch 
einen Punkt im Innern oder auf der Begrenzung des Gebietes U, 
unter der Voraussetzung geometrisch dargestellt wird , dass die be- 
züglich der geometrischen DarsteUimg der complexen Grösse u getrof- 
fenen Festsetzungen aufrecht erhalten bleiben, möge mit u^ "bezeichnet 
werden. 

Nun halbire man die Grösse s und theile jede dem Gebiete f7, 
angehörende Masche des Quadratnetzes in vier Maseben, gebildet von 
vier Quadraten, deren Seiten die Länge -^ haben. 

Von den so entstandenen Maschen werden alle diejenigen aus- 
geschieden, welche ganz ausserhalb des Gebietes ü liegen und aucli 
auf ibvcr Begrenzung keinen Punkt de]' BegrenzungMliiüe C des Ge= 
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bietes ü entlialten, wenn es solche Maschen gibt. Die übrig bleibenden 
Maschen bilden ein einfach zusammenhängendes Gebiet ü, , dessen 
Begrenzung C^ ganz ausserhalb des Gebietes U liegt und mit der 
Begrenzungslinie C desselben keinen Punkt gemein hat. Da das Ge- 
biet U^ ein Theil des Gebietes Ü, ist , so liegt kein Punkt seiner 
Begrenzungslinie C^ ausserhalb der Linie C^; es kann jedoch die Linie 
Cj zum Theil oder ganz mit der Linie C, zusammenfallen. Letzteres 
tritt ein, wenn das Gebiet U^ mit dem Gebiete U, zusammenfällt. 

Wie das Gebiet U^ aus dem Gebiete f, durch Halbiruug der 
Grösse s entstanden ist, so möge analogerweise durch Halbirang dei' 
Grösse -^ aus dem Gebiete U^ das Gebiet U, entstehen. Durch Fort- 
setzung dieses Verfahrens gelangt man zu einer Reihe von Gebieten 
ü,, ü^, üg, ■ • ?/„., von denen jedes aus dem vorhergehenden ebenso 
entstellt, wie das Gebiet K, aus dem Gebiete f/", entstanden ist. Das 
Gebiet ü",, wird also von einer endliehen Anzahl von Quadraten ge- 
bildet , deren Seiten die Länge -^^::i- haben. Von den Begfenzungs- 
Knien C„ C'j, C„ ■ ■ C,. der Gebiete ü„ ü^^, Ü^, ■ ■ U,^ liegt jede einzelne 
innerhalb der vorhergehenden , wobei indessen ein theilweises oder 
vollständiges Zusanunenfallen nicht ausgeschlossen ist; alle diese Be- 
grenzmigslinien liegen aber ausserhalb der Begrenzungslinie C des 
Gebietes U und haben keinen Punkt mit derselben gemein. 

Die complexe Grösse, welclie durch einen Punkt des Lmern oder 
der Begrenzung je eines der Gebiete f/„ Ü^, ■ ■ U^ geometrisch dar- 
gestellt wird, möge beziehlich mit m„ u^, ■ ■ m„ bezeichnet werden. 

Jedes dieser Gebiete denke man sich nach dem Inhalte des Ab- 
schnittes I auf die Fläche S eines Kreises mit dem Radius 1 conform 
abgebildet, so dass dem Punkte der Mittelpunkt der Kreisfläche 
entspricht. Dieses geschehe durch die Functionen 

Hierbei soll zugleich die Bedingung gestellt werden, dass die Ablei- 
tungen 

rf!(, ' du^ '' du^ 

für den "Werth m, = m^ ;= ■ ■ = «^ ^ (J aänimtlich reelle positive 
Werthe annehmen. Die Werthe dieser Ableitungen für den Werth 
der Argumente «,, Mg, ■ ■ m„ liegen, wenn die Grösse (l-f-ö'^p^ mit 

- und -7 . 
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Es wird behauptet, dasa die Function s,„(m„) des oomplexen Ar- 
gumentes M„, sich mit wachsendem Index m einer bestimmten Grenz- 
fimetion 

s = s{u) = Iiras,„(M} 

nähert, welche eine analytische Function des Argumentes u ist. Es 
wird ferner behauptet, dass durch Vermittelung dieser Function s(u') 
das Grebiet U auf die Fläche S eines in der Ebene (s) liegenden 
Kreises zusammenhängend und in den kleinsten Theilen ähnlich ab- 
gebildet wird. 

Der Beweis für die Dichtigkeit dieser beiden Behauptungen zer- 
fällt in zwei Theile. 

In dem ersten Theile {Abschnitt III) wird nachgewiesen werden, 
dass der Worth der Fiuiotion «„(«,.) für alle diejenigen Werthe u 
des Argumentes m„, welche dem absoluten Betrage nach eine gewisse 
Grrösse p^ nicht überschreiten , sich für lim »»=00 einer bestimmten 
Grenze s(m) nähert, und dass diese Grenze dem "Werthe nach über- 
einstimmt mit dem Werthe der Siunme einer unendlichen Reihe, welche 
nach Potenzen der Grösse u mit ganzzahligen positiven Exponenten 
fortschreitet und im- alle Werthe der Grösse m, deren absoluter Be- 
trag kleiner ist als p,, unbedingt convergirt. 

In dem zweiten Theile (Abschnitt IV) wird bewiesen werden, 
dass dvirch Vermittelung der analytischen Function s{u) des ArgTi- 
mentes u, welche durch analytische Fortsetzung des auf die i 
bene Weise erhaltenen Fimetionenelementes entsteht , 
dass hierbei die VeränderKehkeit des Argumentes u auf die den 
inneren Punkten des Gebietes ü entsprechenden Werthe beschränkt 
wird , das gegebene Gebiet ü auf die Fläche S des mit dem Radiiis 
1 nm den Punkt s = beschriebenen Kreises zusammenhängend und 
in den kleinsten Theilen ähnlich abgebildet wird. 

m. 

Man betrachte das unendliche Product 

s(m) = s,(m)^^4-^4^ ^T ■ ■ ■ ™ ini'- 

^ ' "■ ^s,{u) s,(m) s_,(m) 

Das Product der ersten m Faetoren dieses Produetes ist 5„(m). 
Es wird gezeigt werden , dass dieses unendliche Product unbedingt 
eonvergi!.'t , wenn der absolute Betrag des complexeu Argumentes u 
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eine gewisse Grrösse pj nicht überschreitet, und dass die Function s(u) 
des complexen Argumentes u, welche durch dieses unendliche Product 
dargestellt wird, durch eine nach Potenzen des Argumentes « mit 
ganzzahligen positiven Exponenten fortschreitende Reihe 

s(u) = b,u + h^u^+ ■ ■ +6„M"-f ■ ■ 
dargestellt werden kann , welche für alle Werthe des Argumentes u, 
deren absoluter Betrag kleiner als (f, ist, unbedingt eonvergirt. 

Hierzu ist eine nähere Betrachtung der einzebien Factoren des 
unendlichen Productes erforderlich, 

Es reicht hin , einen Factor desselben , etwa den Quotienten 
f ^^" i- , zu betrachten, da aus diesem Factor alle folgenden Factoren 
durch Verwandlung von s in -^, -r, u. s. w. erhalten werden können. 

Zunächst wird also der Quotient ^, ' näher untersucht. 

Man denke sich die Linie C^ durch vermittelung der Function 
s (m,) conform abgebildet. Alle Punkte des Bildes , welche nicht auf 
der Begrenzung der Kreisfläche S liegen, fallen hierbei in das Innere 
dieser Kreisfläche. Denn es liegt die Linie Cj innerhalb der Linie 
C , wobei indessen ein theilweises oder vollständiges Zusammenfallen 
der Linie C^ mit der Linie 0^ nicht ausgeschlossen ist. Das Gebiet 
der Veränderlichkeit des den Werth der complexen Grosse m, geome- 
trisch darstellenden Punktes ist das Gebiet U, ; dieses Gebiet wird 
durch Vermittelung der Fimction s^{uj auf die Kreisfläche S conform 
abgebildet. Wird daher u, = «Sj gesetzt, so ist für alle Werthe der 
complexen Grösse u^, welche durch Punkte der Curve C^ geometrisch 
dargestellt werden, der absolute Betrag des Quotienten ■ "^ °^ grösser 

als 1 oder mindestens gleich 1. 
s(u) 

Nun ist der Quotient ^-^^^ eine Function des complexen Argu- 
mentes Mj, also auch des complexen Argumentes s^ = s^[u^) , welche 
für keinen Werth des Argumentes Sj, dessen absoluter Betrag Meiner 
als 1 oder gleich 1 ist , unendlich kieüi oder unendlich gross wird. 
Es ist daher die Fimction log ^ "'. für alle diese Werthe des Argu- 
mentes Sj als eine überall endliche und stetige Function dieses Ar- 
gumentes eindeutig erklärt , wenn noch festgesetzt wird , dass der 
imaginäre Theil derselben für den Werth s, *= 0, für welchen auch 
die Grösse u, den Werth erhält, ebenfalls den Werth haben soll. 

Der reelle Theil der Function log —7-^ kann daher längs der 
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Begrenzting des Gebietes , tiiif' welches die veräaderliehe Gi'Sase s^ 
beschränkt ist, ausser dem Werthe nur positive "Wertbe annehmen, 

s (u) 
Also hat der reelle Theil der Function log -y-^ im Innern des 

angegebenen Gebietes überall positive Werthe , es sei denn , dass die 
betrachtete Function log - / —-^ ^^'^^ *"^ ^^"^ Constante und zwar auf 
den Werth redneirt. Dieser Ausnahmefall ti'itt dann und nur dann 
ein , wenn die Linie C, vollständig mit der Linie C, zusammenfällt ; 
in diesem Falle ist aber s,{u^) = s/mJ. 

Hieraus ergibt sich, dass mod ■ . ''. ■ beständig grosser als 1 oder 
mindestens gleich 1 ist. 

Es handelt sich min darum, die Grosse der Differenz 

mod 1^-1 

abzusohätzeii. Zu diesem Zwecke wird folgender "Weg eingeschlagen. 

Mau setze j mit mJ eine neue veränderliche coraplexe Grrösse be- 
zeichnend, «1 = {i + d)u[, wobei die Grösse ö, wie in dem vorherge- 
henden Abschnitte, durcli die Gleiclinug p,d = e^2 bestimmt wird. 

Wenn die Veränderlichkeit dej' complexen Grosse w, auf diejenigen 
Werthe beschränkt wird, welche durch Punkte des Lmern des Ge- 
bietes Ui oder durch Punkte der Begrenzung (7, desselben geometrisch 
dargestellt werden , so entspricht bei der geometrischen Darstellung 
der Wertlie der complexen Grösse u[ durch Punkte der Ebene {«) 
dem Gebiete ü", ein diesem Gebiete ähnliches und in Bezug auf den 
Punkt als Äehnliehkeitspunkt ähnlich liegendes Gebiet Ü[ , dessen 
Begrenzungslinie C[ ganz innerhalb der BegTenzungslinie C des Ge- 
bietes 17 lieg-t. (Siehe die sehematische Figur 10 auf Seite 114.) 

Die Begrenzungslinie C, des Gebietes C, wird nämlich von der 
Linie G" umschlossen, und die din:ch Termittelung der Gleichung 

« =(! + *)«■ 

der Linie C" entsprechende Linie C" liegt , wie im vorhergehenden 
Abschnitte nachgewiesen ist, ganz im Innern des Gebietes V; umso- 
raehr liegt daher die der Linie C, entsprechende Linie C[ im Innern 
des Gebietes U. 

Das Gebiet V[ möge nun in der Weise auf <lie Fläelie 8 eines 
Ki'eises vom Radius 1 zusammenhängend und in den kleinsten Theilen 
ähnlich abgebildet werden, dass dem Punkte der Mittelpunkt der 
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Kreisfläche entepiicLt. Eine solche eonforme Abbildung wird durch 
die Function s^{il + d)u[) = s[{u[) vermittelt. 

Wird die Veränderlichkeit der complexen Grösse u[ zunächst auf 
diejenigen Werthe beschränkt , welche durch Punkte der Linie C\ 
geometrisch dargestellt werden, so ergibt sich 

mod ,) ]i <: 1. 

Lieselbe Beziehung bleibt auch dann bestehen , wenn die Ver- 
änderlichkeit der complexen Grosse u[ aiif alle diejenigen Werthe 
ausgedehnt wird, welche durch Punkte des Grebietea i/^ geometrisch 
dargestellt werden. 



Aus den beiden Beziehungen 



,5«). 



mod-J^>l, mod-Ji5|<:l 

ergeben sich aber unter der Voraussetzung, dass die Veränderlichkeit 
der complexen Grösse u^ auf diejenigen Werthe beschränkt wird, 
welche durch Punkte des Gebietes Jf^ geometrisch dargestellt werden, 
wenn m„ == u', gesetzt wird, die ] 



modSj(Mi) ^mod sj,u[) ^mod i>[{u'i), 
1 £ mod . ]- ■ "C mod -4-7^- 

Hieraus folgt, dass die Differenz 

mud-4-7Y — 1 sicher kleiner ist als die Differenz mod---: ,'^ — 1- 

Durch diesen Lehrsatz ist , wenn die Grosse it[ zur Vereinfachung 
mit u bezeichnet wird , die Abschätzung des Grades der Kleinheit 

der Differenz mod , :; ~ 1 auf die Absuhätznng des Grades der 

s,(m) 
Kleinheit der Differenz 

mod<^-l=.modMl4^l!^i_.l 

zurückgeführt. 

Für diejenigen Werthe des Argumentes m, deren absoluter .Betrag 
den Werth p, hat, ist der Werth der Function s,{m) dem absoluten 
Betrage nach kleiner als 1. Für alle diejenigen Werthe des Argvi- 
mentes u , deren absoluter Betrag die Grösse 9, nicht überschreitet, 



y Google 



120 2ur Theorie der AI)l)iiauiig. 

ist die runction s,('ii) durch eine Potenzreihe von der Form 
Sj(m) = a,^it,-{-a,^^u' + a,_^ti^-\----{-a,^^u''+--- in inf. 
darstellbar. 

Fm jeden "VVerth der ganzen Zahl n ist der absolute Betrag dos 
Coefiieienten «j„ kleiner als -— , denn es besteht die Grleiehung 






während modSj(ß,e^'} < 1 ist. 

Es bezeichne a einen bestimmten positiven ächten Bruch , ^[ 
eine von verschiedene positive Grösse , welche der Bedingung 
(l + dj,)p, <;«$, gemäss gevfählt ist. 

Wenn die Veränderlichkeit der complexen GrrÖsse u auf solche 
"Werthe beschränkt vrird, deren absoluter Betrag die Grösse pj nicht 
überschreitet, so ergibt sich 

s/(l+*)M)_;l ^ j «...+ «J(l+^)+l)'' + «UU +^f +(l+^)+l ) «' + - 

Unter den bezüglich der Veränderlichkeit der complexen Grrösse u 
getroffenen Voraussetzungen ist der Wertli der Summe der Reihe 

a,,, + a,^,iil + S) + l)u + a,^,{(l+df+(l + d) + l)u' + -- 

dem absoluten Betrage nach kleiner als 

— |n-2(l + Ä„)-^ + 3(l + Ä„)=-^.+ .-| 

oder kleiner als 

__l J_ 

(1-«)' P, ' 

während der Werth der Summe der Reihe 



ist als ~T. 

Es ergibt sich hieraus, dass de]' Werth der Differenz 

".((1+*)") I 
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unter der bezüglich der Veränderlichkeit der Grösse if gemaoliteii 
Voraussetzimg, dem absoluten Betrage nach stets kleiner ist als Da, 
wenn dem Factor D der durch die Gleichung 

D = ^ ?''- 

{1-ay &, 

bestimmte , von dem Werthe der Grössen Ö und e nicht abhängende 
Werth beigelegt wird. 

Folglich ist auch der Werth der Differenz 

unter der bezüglich der Veränderlichkeit der Grösse u getroffenen 
Festsetzung stets kleiner als DS. 

Also weicht auch der absolute Betrag des Quotienten ',-. ■, 
welcher grösser als 1 oder mindestens gleich 1 ist, für keinen Werth 
des Argumentes u, dessen absoluter Betrag kleiner als q[ oder gleich 
q[ ist, von der Einheit um mehr ab, als Dd. 

Hieraus ergibt sich zunächst, dass der reelle Theil der Function 






für alle Werthe des Argumentes u, deren absoluter Betrag 



gleich q[ oder kleiner als q', ist , ausser dem Werthe nur positive 
Werthe annehmen kann, welche kleiner sind als DS. 

Für alle Werthe des Argumentes u, deren absoluter Betrag kleiner 
s (u) 
als Q, ist, kann die Function log , ' durch eine Eeihenentwickelung 

von der Form 

dargestellt werden, in welcher die Constante c,„ einen reellen Weiih 
besitzt. Wenn der Werth des reellen Theiles der Function 

zur Abkürzung mit f{fp) bezeichnet vrird, so werden die Werthe der 
Constanten t, <, und c,,^ durch die Gleichimgen 

1 r^'" 1 r^" 
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Der absolute Betrag der Conatanten c,^,, itit also kleiner ala DS, 

während der absolute Betrag der Constanten c, ,. kleiner ala — 7— ist. 

s (u) ^' 

Läast man nun an die Stelle des Quotienten -——i- den Quotienten 
s (ii) *■'•**-' 

-^W- treten, so gelten, wemi den Grössen D und q[ dieselben WertKe 

beigelegt werden , wie im Vorhergehenden , alle Schlüsse in analoger 
"Weise mit der AbSndening , daas an die Stelle der Grössen d und s 
bezieblich die Grössen ^8 und ^s zu setzen sind. 

Durch Fortsetzung dieses Schlussverfahrens ergibt sich, dass die 
von unendlich vielen Potenzreihen gebildete Doppelreihe 

fiii' alle Werthe des Argumentes «, deren absoluter Betrag q kleiner 
als pj ist , eine endliche Summe hat , und dass der Werth dieser 
Summe durch eine nach Potenzen des Argiimentes ^s mit ganzzahligen 
positiven Exponenten fortschreitende Reihe darstellbar ist, welche in 
dem angegebenen Bereiche unbedingt convergirt. 

Wenn nämlich alle Grlieder der betrachteten Doppelreihe durch 
ihre absoluten Beträge ersetzt werden , so ergeben sich Grössen , die 
beziehlich kleiner sind als die entsprechenden Glieder folgender 
Doppelreihe 






Die Summe dieser Grössen hat aber , wenn p kleiner als q\ ist, , den 

Werth 2D-^i^tf. 

Es möge Jetzt die Veränderlichkeit der Grösse % auf solche 

Werthe beschränkt werden , deren absoluter Betrag eine gewisse 

Grösse p,, nicht überschreitet, wo p^ eine Grösse bezeichnet, welche 

kleiner ist als pj. Dann ist die Summe aller Glieder der Doppelreihe 

kleiner als 2D-?i-±^* oder, wenn die Grösse 2J)4^^ ^m- Ab- 

p! - C„ Pi - P« 

kiirzung mit D' bezeichnet wii'd, kleiner als J)'ö. 

Die durch die Gleichung 
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Lealimmte Function s(u) ist durch eine Potenzreiho 

darstellbar , welche für alle Werthe des Argumentes it , deren abso- 
luter Betrag kleiner ist als ^[, vmbediBgt coavergii-t. 

Tür alle Werthe des Argumentes u , deren absoluter Betrag die 
Grösse q^ nicht überschreitet, ist der absolute Betrag der Differenz 
- . Y — 1 kleiner als e —1, also auch kleiner als IJ'e °S. 

Wenn die Grösse 

9, 
aur Abkürzung mit d' bezeichnet wird , so lässt sich das Ergebniss 
der vorhergehenden Untersuchung durch folgenden Satz ausdrücken; 
Für alle Werthe des Argumentes tt, deren absoluter Betrag die Grösse 
Po nicht überschreitet, ist der absolute Betrag der Differenz — /-^ — 1 
kleiner als die Grösse §', wo d' eine der Grösse e proportionale C 
bezeichnet. 

In Folge der Gleichungen 



ergibt sich 

Der absolute Betrag des Quotienten —?-^ ist für keinen der in Be- 
tracht kommenden Werthe des Argumentes u kleiner als ßi, folglich 
ist der absolute Betrag des Werthes der Summe der Reihe 

(i,^a„) + (S,-a,,,)« + . . + (S.-«,,.)»- + . . 
für alle Werthe des Argumentes u, deren absoluter Betrag die Grösse 
p, nicht überschreitet, kleiner als — . 

Hieraus ergibt sich, dass die Differenz &„—«,,„ für jeden einzelnen 
Werth des Index n dem absoluten Betrage nach kleiner ist als ^rr- 



1 — '^^i' 


« + ßj^jM^ + ■ ■ 


= h[l 


! + S^l.' +•• 


i^KV 


-0,,,) + ('■-« 



y Google 



124 ^iii" TiiKoriü ilei- Abliildung. 

Eö werden also die Differenzen 

&, — «,,, ij— «IS, •■ ^,L"~ßi,3i ■■ 

einzeln unendlieli klein, wenn die Grösse e tinendlieh klein wird. 

Der angegebenen Erklärung zufolge geht, wenn der Wertk der 
GrrÖsse e in den Werth ^ s übergeht , der Werth der Grosse ä' in 
den Werth ^ä' über, während jede einzelne der Functionen 

sSu), s,(u), s,(u), ■■ s», s,U»), .. 

in die unmittelbar auf dieselbe folgende übergebt. 
Der "Werth des miendUehen Produetes 

ändert sich hingegen nicht , wenn an die Stelle der Grösse e die 
(Trosse |e gesetzt wird, denn es besteht auch die Gleichung 

»(„) = »,(») 44. ■•J=üi)i„a. 

Hieraus folgt : AYenn an die Stelle der (xrösae e die Grösse 
-^^^ppE gesetzt wird, so geht die Function s,(ii) in die Function s„(m) 
über, aber der Werth s{m) des betrachteten unendlichen Productes 
wird ditrch diese Aenderung des Werthes der Grösse £ nicht beeinflusst. 

Also sind die Grenzwerthe der Coefficionten der einzelnen Glieder 
der Potenzreihen 



,.(») = «,, 


u + a, 


,B«('H-- 


■ + «,,. 


,»"+• 






'■(>') = «.,■ 


M + ffj 


:,.«'+• 


•+"■,, 


,M"H-- 






sJm) = «,„^, 


« + o. 


.,,«"+• 


•+«., 


.«"+• 






J beziehlicli 


die 


Coefficienten 


der 


einzelnen 


ölieder 



für lim 

der Potenzreihe 

s(m) = h,u + l^ti' +■■+ KW +••• 

Hieraus wird niui der Scbluss gezogen, dass die Potenzreihe, 
durch welche die Function s{u) für alle Werthe des Argumentes m 
dargestellt wird, deren absoluter Betrag die Grösse p^ nicht übersteigt, 
unbedingt eonvergirt für alle Werthe des Argumentes u, deren abso- 
luter Betrag kleiner ist als pj. 
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Fül' keinen endliclien Werth des Index m ist nänilieli der abaolute 
des Coefficienten a„_^ grösser als -^, folglich ist auch die 
i„ = lim ffi,.„ dem absoluten Betrage nach nicht grösser als 
— : also converKirt die Potenzreihe , durch welche die Function s(ii) 

er 

für die Umgebung des "Werthes u = dargestellt wird , nicht bloss 
für solche Werthe des Argumentes «, deren absoluter Betrag kleiner 
ist als die Grrösae p„, wie schon aus der Herleitung hervorging , son- 
dern für alle "Werthe des Argumentes ti , deren absoluter Betrag 
kleiner ist als q,. 

IV. 
Es ist nun der Nachweis zu führen, 

erstens, daas sich der Bereicb des Argumentes u der durch 
das Functionenelement 

s = s(u) = h,u + by + by+--+bX+- ■• 

für alle Werthe des Argumentes ii , welche dem absoluten Betrage 
nach kleiner sind als p, , erklärten analytischen Function s(u) durch 
analytische Fortsetzung auf alle diejenigen Werthe ausdehnen lässt, 
■welche durch innere Punkte des Grebietes U geometrisch dargestellt 
werden, ohne dass die Function s(u) bei dieser Ausdehnung des Be- 
reiches ihres Argumentes aufhört, den Charakter einer ganzen Func- 
tion zu besitzen ; 

zweitens, dass durch Vermittelting der auf diese Weise erklär- 
ten analytischen Function s ^ s(m) das G-ebiet U auf das Innere 
der in der Ebene (s) liegenden Kreisfläche jS zusammenhängend und 
in den kleinsten Theilen ähnlich abgebildet wird. 

Die Richtigkeit dieser Behanpti^ngen ist bewiesen , sobald Fol- 
gendes dargethan ist. 

Die Potenzreihe, durch welche die Function s =^ s(m) für die 
Umgebung des Werthes m ^ dargestellt wird , kann umgekehi:t 
werden , d, h. es ist möglich , die Grösse u in der Gestalt einer Po- 
tenzreihe 

auszudrücken, in welcher 

A = f , B, = -i, B, = ^SZÄ, . . ^, = «#|i^H , . , i,t. 
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Hierbei bezeichnet f?„(&„ ö,, ■ ■ 6„) eine bestimmte ganze Fanetion 
der Argumente i,, ö^, ■ ■ h„ mit ganzzahligen ZahleneoeiHcienten. 

Von dieser Potenzreihe ist nachzuweisen 

erstens, dass dieselbe für alle Werthe der Grösse s, die dem 
absoluten Betrage nach kleiner sind als 1, unbedingt convergirt; 

zweitens, dass, — wenn der die complexe Grosse s geometrisch 
darstellende Punkt der Ebene (s) eine Kreislinie Kg beschreibt, deren 
Mittelpunkt dem Werthe s = entspricht, und deren Radius zwai? 
kleiner als 1 ist , aber dem Werthe 1 hinreichend nahe kommt , — 
der entsprechende , den Werth der complexen Grösse u geometrisch 
darstellende Piinkt der Ebene («) eine Linie beschreibt, welche in 
allen ihren Punkten der Begrenznngslinie G des Bereiches U beliebig 
nahe kommt. 

Dies reicht ftir den Beweis der Richtigkeit der angegebenen Be- 
hauptungen aus. 

Man heti'aclite die Reihen 

s, = a,_, Mj + a,^, ul+- ■ + öj „ «,;■ -I- - - 
s, = Cj^, u^ + öj,3 ul + - ■ + «3 „ iil + . - 



s = b,u + b^ti' +■■+ &„ M" + . - 
Durch UiTikelirung dieser Reihen möge sich ergeben 






Hierbfii wind die CoefRcienten 



beziehlinh diesolben rationalen Funßtioneu de]^ Groi 
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Es ergibt sioli nämlich 

A..,. = -i=t<^,.i«.,i' «».," ■ ■ "-> )■ 

In Folge der Grleich"ang lim «,„ „ = h^ bei?telit die Gleichung 
lim^,,,. = B,. 

Jeder einzelne Coeffieient ^,„_„ hat demnach für limm = co den 
Grenzwerth B^ , und dieser Grenzwerth kann durch Umkehrung der 
Reihe s == biU + b^u'~l- ■ • ■ und Ermittelmig des Coefficienten des 
«-ten Gliedes in der nach Potenzen dei' Grösse s fortschreitenden, 
hierbei sieh ergebenden Eeihenentwickelung fiir die Grösse * 



Für die folgende Untersuchung ist es erforderlich, den Grad der 
Kleinheit des absoluten Betrages der DifPerenz -^^,,„— S., zu schätzen. 
Zu diesem Zwecke setze man 

wobei zu bemerken ist, dass die Grossen 

'\, 'K. ■■ K 

dem abftolnten Betrage nach bezieliHoh kleiner sind als die Grössen 

il 1 s' 1 &• 

9, ' 9o Q,' Pr' Q,' 

In Folge der Gleiclrnng 
1 

ist a'"~'b^"^'{A,„ — lj„) eine ganze Function der Grössen ä^, d\, ■■ d\, 
welche, wenn 

tf^ = , ()\ = , - . ö;. = 

gesetzt wird, ebenfalls denWerth annimmt. Es ist daher möglich, 
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-1 

"Werthe e nicht abhängende positive Grösse p„ von der Eesehaffenheit 
zn bestimmen, dass die Differenz Ä,„— B^ für alle Werthe der Grösse 
s, welche kleiner sind als £„, dem absoluten Betrage nach kleiner ist 
als gj\ 

Wenn der (xrösse e der Werth -,„_^ beigelegt wird, so gehen 
die Reihen 

s. = s,{«i) = «,,iM, +ö,,i<H-- -, ih = M,(s,> = ^,,,s, +A,aS" + - ■ 
beziehlich in die Reihen 

über, während die Reihen 

s = s(m) = fc,M + Ö^m' +■-, u = m(s) = B,s + S,s' +■■ 

und die Grössen g„ g^^ ■ ■ g,,, - ■ hierbei migeändert bleiben. 

Hieraus ergibt sich , dass die DifFerenz A„^„—B„ dem absoluten 
Betrage nach kleiner ist als ^„-^^zr- 

Da die Coefflcienten A,.,,,! wie im Abschnitte I bewiesen worden 
ist , nur solche Werthe annehmen können , deren absoluter Betrag 
kleiner ist als p, , so sind auch die Coefflcienten B„ dem absoluten 
Betrage nach nicht grösser als p, ; folglich convergirt die Reihe 

tt = uis) = £,8 + B,S=+-- 

für alle Werthe des Ärgiunentes s, deren absoluter Betrag kleiner 
als 1 ist. 

Es ist nun zu beweisen , dass , bei Festhaltung der angegebenen 
Beschränkung der Veränderlichkeit der Grösse s , die Gesammtheit 
aller Werthe der Summe dieser Reihe mit derjenigen Gesammtheit 
von Werthen übereinstimmt , welche durch Punkte des Bereiches U 
geometrisch dargestellt werden. 

Es bezeichne s eine positive , nachher noch genauer zu bestim- 
mende Grösse, deren Werth kleiner als 1 ist. 

Unter der Voraussetzung, dass die Veränderlichkeit der eomplexen 
Grösse s auf diejenigen Werthe beschränkt vrird , deren absoluter 
Betrag die Grösse ff nicht überschreitet, soll nun der Grad der Klein- 
heit des absoluten Betrages der DifFerenz 
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■ujs)-u(s) = (^■,v~--^,)s + (^„,,o B,)s'-^-- .+M.,„-.J^„)S''+. ■ 

einer Schätzung unterworfen werden. 

Zu dieaein Zweckü wird die Differenz !;,,(k)--«(s) in zwei Tlieilc 
getheilt. 

Die {^umme der ersten u Grlieder dei- ßeilienentwiclielung , dui'ch 
welche die Differenz 8(„,(s)— i((s) dargestellt wird, bildet den ersten, 
die Summe aller Übrigen Grlieder dieser Eeihentwickelung bildet den 
zweiten dieser beiden Theile. 

Der erste Theil ist dem absoluten Eetragc nach kleiner als 

(j7i + ;/.+ •■ + £/„) ^It-- 
Der zweite Theil ist dem abi^ulutcn Betrage nach kleiner als 



^4>. 



Es ist also möglieh, nachdem über die Wahl der Grosse e eine 
geeignete Verfügung getroffen ist, zunächst dadurch über die Klein- 
heit des absoluten Betrages des zweiten Theiles za verfügen, daas 
der ganzen Zahl n ein hinreichend grosser Werth beigelegt wird. 

Nachdem dies geschehen ist, ist es möglich, über die Kleinheit 
des absoluten Betrages des ersten Theiles dadurch zu verfügen, dass 
der ganzen Zahl m ein hinreichend grosser Werth beigelegt wird. 

Die Wahl dei' (Trosse e wird durch folgende Betrachtnnge]i lie- 
stimmt. 

Das Gebiet V ist, wie im Abschnitte II nachgewiesen wurde, 
ein Theil des Gebietes ü",; die Begrenznngslinie C des Gebietes Ü 
liegt ganz innerhalb des Gebietes ü, und hat mit der Begrenzungs- 
linie 0, dieses Gebietes keinen Punkt gemeinsam. 

Wenn die Veränderlichkeit der Girösse u auf diejenigen Wertbe 
beschränkt wird, welche durch Punkte der Linie G geometrisch dar- 
gestellt werden, so ist für alle diese Werthe der absolute Betrag 
des Werthes der Function s,(«) kleiner als 1. 

Unter allen Werthen, welche der absolute Betrag der Function 
.9i(m) bei der angegebenen Beschränkung der Veränderlichkeit des 
Argumentes u annehmen kann, gibt es einen grössten Werth. 
Dieser grösste Werth, welcher mit t bezeichnet werden möge, ist 
ebenfalls kleiner als 1. 

Die Grösse e wird so gewählt, das« der Bedingung 

Scliwari, Uesiminiolte A!ih»iiflhinKOn. H. 9 
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r < < 1 
genügt wird. 

Wenn der Grösse d die im VorKei gehenden erklärte Betlentung 

beigelegt wird, ao entapricht bei der dnrch die Fmietion ti' = ^ ^r 

1 +0 

vermittelten conformen Abbildung des Gebietes (7, anf das Gebiet 
U', der ganz im Innern des Gebietes U, liegenden Begi'enzungslinie 
C des Gebietes U eine ganz im Innern des Gebietes Ü[ liegende Li- 
nie C. Die Betrachtung dieser Linie und des von derselben begrenz- 
ten Gebietes U' ist für die folgende Untersuchung von Wichtigkeit. 
s (ti) 
Der Quotient -t/y besitzt für alle Werthe des Argumentes m, 

welche durch innere Punkte des Gebietes f7,' geometrisch dargestellt 
werden, den Charakter einer ganzen Function und- erlangt für keinen 
dieser Werthe den Werth 0, 

Die Veränderlichkeit des Argumentes m werde auf diejenigen 
Werthe beschränkt, welche durch Punkte des Inneren oder der Be- 
grenzung des Gebietes U[ geometriscli dargestellt werden. 

Der grösste Werth, welchen der absolute Betrag des Quotienten 
■ 7 ' ; { unter dieser Voraussetzung annehmen kann, entspricht einem 
solchen Werthe des Argumentes ti. welcher durch einen Punkt der 
Begrenzung C[ des Gebietes U[ geometrisch dargestellt wird. Da 
für die den Punkten der Begrenznngslinie CJ entsprechenden Werthe 
des Argumentes u der absolute Betrag des Zählers des betrachteten 
Quotienten kleiner als 1, der absolute Betrag des Nenners gleich 1 
ist, so ist für alle Werthe des Argumentes ti, welche den Punkten 

s (ii) 
des Gebietes V, entsprechen, der Quotient 7) i "^^cni absoluten Be- 
trage nach kleiner als 1. 

I'iir alle diejenigen Werthe des Argumentes u, welche den Punk- 
ten der Linie ö' entsprechen, ist daher der absolute Betrag der 
Function s,^(«0 kleiner als die Grosse t, folglich auch kleiner als die 
Gr(3sse e; denn der grösste Werth des absoluten Betrages der Func- 
tion s[{u) für die den Punkten der Linie C entsprechenden Werthe 
des Argumentes u stimmt überein mit dem gr<5ssten Werthe des ab- 
soluten Betrages der Fimction s,(m) für die den Punkten der Linie 
C entsprechenden Werthe des Argumentes m , und dieser grösste 
Werth war mit r bezeichnet. 

Hieraus ergibt sich ; Wenn die Veränderlichkeit des Argumentes 
u auf diejenigen Weiiibe beschränkt wird, welche den Punkten des 
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Gebietes U' entsprechen, so ist der absolute Betrag jeder einzclüen 
der Functionen 

s,(..), s,(«), • • s..(«), ■ • 

für alle diese Werthe des Argumentes u kleinei' als 6. 
Bei den dnrch die Functionen 

vermittelten conformen Abbildungen der Kreisfläche 8 auf die G-ebiete 

u„ u., ■ • U.„ ■ ■ 

entsprechen daher jeder zu der Kreisfiäehe S concentrisehen Ki^eis- 
liuie Ka, deren Radiv\s ß der Bedingung 



genügt, solche Linien der Ebene (u), welche die Linie C mnschliesseu 
und beziehlich von den Linien 

C., C„ ■ ■ C,„, ■ ■ 
umschlossen werden. 

Hieraus folgt, dass diese Linien sämmtlich dem von den Linien 
C und G" begrenzten Ringgebiete angehören ; alle Punkte derselben 
sind daher von den nächsten Punkten der Linie C nicht weiter ent- 



Dadurch, dass der 2ahl m ein hinreichend grosser Werth beige- 
legt wurde, war es möglich zu bewirken, dass für alle "Werthe des 
Argumentes s, deren absohiter Betrag gleich ß ist, der absolute Be- 
trag der Differenz u„X^)—u{s) eine bestimmte Grösse von vorge- 
schriebener Kleinheit nicht überschreitet. 

Hieraus ergibt sich, dass nicht allein bei der durch die Function 
M,„(s), sondern auch bei der durch die Function ti(s) vermittelten 
conformen Abbildung der Kreisfläche 8 auf einen TheU der Ebene 
(w) die der Kreislinie Ea entsprechende Linie dem von den Linien 
C und 0" begrenzten .Ringgebiete angehört. Da alle Punkte der 
Linie C,„ der Linie G unendlich nahe kommen, wenn dem Index m 
unendlich grosse Werthe beigelegt werden, so kommt von diesem Ring- 
gebiete nur derjenige ringförmige Theil in Betracht, dessen vollstän- 
dige Begrenzung von der Linie G und der Linie G' gebildet wird. 

Das Ergebniss der vorhergehenden Untersuchung ist also : Bei 
der durch die Function u(s) vermittelten conformen Abbildung der 

9* 
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Kreisfiäclie S auf einen Theil (1er Ebene (u) entspricht der KreiBliuie 
1^0 eine Linie, welche die Linie C umselüiesst und von der Linie 
C umschlossen wird. 

Lässt man hierauf die Gri'üase ;; die Werthe 



annehmen, so bleibt die Funotion u{s) und die durcli dieselbe ver- 
mittelte conforme Abbildung bei dieser Aendemng des "Werthes der 
Grrösae s unbeeinflusst , während alle Punkte der Linie C der Linie 
C unendlich nahe liicken. 

Hieraus ergibt sich aber, dass das Gebiet aller "Wcrtlie der 
Grösse u = «(s), welche für die dem absoluten Betrage nach die 
Einheit nicht überschreitenden "Werthe der Grosse s durch die Summe 
der gefundenen Reihe u(s) dargestellt wei'den, das ui'sprüngüch ge- 
gebene Gebiet f ist, dass also durch Vermittelung der Function u{s) 
die Kreisfläche S avif das von der Linie C begrenzte Gebiet U zu- 
sammenhängend und iu den kleinsten Theilen ähuKch abgebildet wird. 

Hiermit ist der Beweis der Richtigkeit der ausgcsprocijenen Be- 
hauptungen geführt. 

Durch die vorstehende Untersuchung ist der Satz bewiesen : 

Wenn in der Ebene (w) , deren Punkte die Werthe einer com- 
plexen Grosse u geometrisch darstellen, ein die Ebene überall nur ( 
fach bedeckender, einfach zusammenhängender Bereich U gegeben i 
dessen Begrenzung von einer überall convexen Linie G gebildet v 
so gibt es stets eine analytische Function s(u) des Argiunentes u, 
— eindeutig erklärt mit dem Charakter einer ganzen Function fiir alle 
diejenigen Werthe des Argumentes it, welche inneren Punkten des 
Gebietes U entsprechen , endlich und stetig für alle Werthe des Ar- 
gumentes tt, welche Punkten der Begrenzungslinie C desselben ent- 
sprechen, — durch deren Vermittelung der Bereich ü zusammenhängend 
und in den kleinsten Theilen ähnlich auf die Fläche S emes Kreise.?! 
abgebildet wird. 
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Die unter dem Namen Dirichletaohefc Pimcip bekannte ScMusa- 
weise, welche in gewissem Sinne als Aas Fundament des von Rie- 
mann entwickelten Zweiges der Theorie der analytischen Functio- 
nen angesehen werden miiss, unterliegt, wie jetzt wohl aligemein zu- 
gestanden wird, hinsichtlieh der Strenge sehr högründeten Einwen- 
dungen, deren vollständige Entfernung meines Wissens den Anstren- 
gungen der Mathematiker bisher nicht gelungen ist. 

Diirch Fortsetzung einiger Untersuchungen, welche gewisse Arten 
von Abbüdnngs aufgaben betreifen , und von denen ein Theil *) im 
70. Bande von Borchardt's Jounml und in dem das Programm der 
eidgenössischen polytecluiischen Schule für das Wintersemester 1869 
— 70 begleitenden Aufsatze: „Zur Theorie der Abbüdiing" **) veröf- 
fentlicht ist, bin ich auf ein Beweisverfahren geführt worden, durch 
welches , wie ich mich überzeugt zu haben glaube , alle Sätze , deren 
Beweis Riemann in seinen veröffentlichten Abhandlungen mittelst 
des Dirichletschen Principa zu führen gesucht hat, mit Strenge 
bewiesen werden können. 

Die nachfolgende Mittheilung ist im Wesentlichen ein Auszug 
aus einer die Integration der partiellen Diiferentialgleichung ^u^O 
betreifenden Abhandlung, welche ich im November vorigen Jahres 
Herrn Kr oneoker und einigen andern Mathematikern mitgetheilt 
habe. 

*) Sielie 8. 65 dieses Bandes. 
**) Siehe S. 108 dieses Bandes. 
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Es handelt sich, wesentlich mir darum, den Nachweis der Exi- 
stenz einer Function *( zu führen, welche für einen gewissen gegebe- 
nen Bereich T der unabhängigen reellen Variablen x und y der par- 
tiellen Differentialgleichung Av, = -~^ + ^r^ = und ausserdem 
gewissen vorgeschriebenen Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen ge- 
nügt. 

Der Kürze wegen beschränke ich mich hier auf den Fall, in 
welchem die Nebenbedingungen nnr Grenzbedingungen sind, in wel- 
chem also gefordert wird, es solle die Function u stets endlich sein 
und längs der Begrenzung des Bereiches T vorgeschriebene endlielie 
Werthe hahen, welche einer oder mehreren stetigen Folgen angehö- 
ren. Auf diesen Fall kann nämlich durch das in der Folge mitzu- 
theilende Verfahren der allgemeine Fall zurückgeführt werden, 

Für die Anwendbarkeit des gedachten Beweisverfahrens ist es 
keineswegs erforderlich, die Voraussetzung zu machen, dass die Be- 
grenznngslinie von T nur eine endliche Anzahl von Ecken und im 
Allgemeinen in jedem Punkte einen endlichen bestimmten Krümmungs- 
radius besitze, eine Voraussetzung, welche die Herren Weber und 
Carl Neumann bei ihren auf dasselbe Ziel gerichteten Untersuchun- 
gen gemacht haben. (S. Borchardt's Journal, Band 71, Seite 29, 
und Bei-iehte der mathematisch-physischen Classe der Königlich Säch- 
sischen Gresellschaft der Wissenschaften, Sitzung vom 21. April 1870.) 
Es wird nicht einmal die Stetigkeit in der Aenderung der Richtung 
der Tangente der Begrenzungslinie erfordert ; es genügt vielmehr zu 
wissen, dass die Begrenznngslinie sich in eine endliche Zahl von 
Stücken theilen lasse , so dass im Innern jedes dieser Stücke die 
Aenderung der Eichtung der Tangente stets in demselben Sinne ge- 
schehe, wemi dieselbe auch unendlich oft sprungweise erfolgt, so dass 
also die Begrenznngslinie unendlich viele Ecken besitzen kann. 

Auch Spitzen der Begrenzmigslinie sind nicht ausgeschlossen. 
Für solche Spitzen, welche durch die Berührung zweier analyti- 
schen Linien entstehen, die in der Umgebung des Berührungspunk- 
tes den Charakter algebraischer Curven haben, habe ich die Unter- 
suchung durchgeführt; um jedoch hier unnöthige Weitläufigkeiten zu 
vermeiden , ist im Folgenden auf das Auftreten von Spitzen keine 
Rücksicht genommen. 

Das Gelingen des Beweises, dessen Grundgedanke liier mitge- 
Üieilt wird, bcj^uht in letzter Instanz auf folgendem Hülfssatze: 
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Die Begrenzuagslimc eiiies Bereiches T, für welchen es möglieh 
ist , die partielle Differentialgleichixng J% = beliebigen Grrenzbe- 
dingungen gemäss zu iiitegriren , werde in eine endliche Anzahl von 
Strecken (Theilen) getheilt, Biese mögen zu zwei Grruppen ange- 
ordnet werden, so dass in jeder Gnippe mindestens eine Strecke ent- 
halten ist. Den einzelnen Strecken lege mauj jenachdem sie der er- 
sten oder zweiten Gruppe angehören , ungrade oder grade Ordnungs- 
zahlen bei luid bezeichne die Punkte, welche die Strecken mit grader 
Ordnungszahl von denen mit ungrader Ordniiugszahl trennen , mit P, 
Im Lmern von T denke man sich eine endliche Anzahl analytischer 
Linien L gegeben, welche mit den Strecken ungrader Ordnungszahl 
entweder keinen Punkt oder nur Endpunkte P derselben gemein ha- 
ben, ohne sie jedocli in diesen Punkten zu beriiliren. 

Hierauf denke mau sicli für den Bereicli T eine Function u be- 
stimmt, welche der partiellen DiiFerentialgleichung jJu = genügt 
imd in allen Punkten der Begrenzung von T den Werth oder 1 
hat, je nachdem die Ordnungszahl der Strecke, in deren Innerem der 
betreffende Punkt liegt, grade oder ungrade ist. Dann ist die obere 
Grenze, beziehungsweise das Maximum aller Werthe, welche die 
Fnnction u längs der Linien L annimmt, eine positive Zahl q, welche 
kleiner als 1 ist. 

Wird nun für denselben Bereich T bei derselben Eintheiliing der 
Begrenzmig in Strecken mit grader und ungrader Ordnungszahl und 
für dieselben Linien L eine Function m, bestimmt , welche der Diffe- 
rentialgleichung z/m, = genügt, auf der Begrenzung von T längs 
der Strecken mit grader Ordnungszahl den "Werth Null hat, und de- 
ren längs der Strecken mit ungrader Ordnungszahl beliebig vorge- 
schriebener Wertli dem absoluten Betrage nach die Grösse g nicht 
überschreitet, so überschreitet der absolute Betrag der Werthe, welche 
die Function w, in den Punkten der Linien L annehmen kann , nir- 
gends den Werth gq, wo g die im Vorliergelienden angegebene Be- 
deutung hat, also kleiner als 1 ist, — 

Für die Fläche eines I-Creises und für alle einfach zusammen- 
1 Flächen, deren conforme Abbildung auf die Fläche eines 
ekannt ist, bietet die Integration der partiellen Differential- 
gleichung ^M = unter vorgeschriebenen Gxenzbedingungen keine 
Schwierigkeit dar. Hinsichtlieh dieser Aufgabe möge es gestattet 
sein, auf einen in dieser Zeitschrift (S. 113 — 128 des laufenden 
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Jahrganges) *) mitgetlieilteii Aufsatz Bezug zu nehmen ; in dem- 
selben siod zwar Stetigkeitsunterbrechungen in der fni' die Pnnctiün 
M längs der Begrenzung vorgeschriebenen Werthereihe der Kürze 
wegen ausdrüohlich ausgeschlossen worden ; indessen gelten die dort 
entwickelten Schlüsse mutatis mutanäis auch dann noch, wenn in einer 
endlichen Anzahl von Rand-Punkten die Reihe der vorgeschriebenen 
Randwerthe eine Unterbrechung der Stetigkeit erfährt. 

Nachdem gezeigt ist, dass fiir eine Anzahl von einfacheren Be- 
reichen die Differentialgleichmig ^m = beliebigen Grenzbedingun- 
gen gemäss integrirt werden kann, handelt es sich darum, den Nach- 
weis zu führen , dass auch für einen weniger einfachen Bereich , der 
aus jenen auf gewisse Weise zusammengesetzt ist, die Integi-ation 
der Differentialgleichung beliebigen Grrenzbedingimgen gemäss mög- 
lich ist. Zum Beweise dieses Satzes kann ein Grenzübergang die- 
nen, welcher mit dem bekannten, zur Herstellung eines luftverdünn- 
ten Raumes mittelst einer zweistiefeligen Luftpumpe dienenden 
Verfahren grosse Analogie hat. Die Periode der Operation besteht 
nämlich in dem einen wie in dem andern Falle aus zwei, alternirend 
zur "Wirkung gelangenden Einzeloperationen, welche zwar denselben 
Zweck haben, aber in Hinsicht auf die Art und Weise der Wirkung 
nicht identisch, sondern in gewissem Sinne symmetrisch sind. 

Ein solcher Grenzübergang möge Grenzübergang durch 
alternirendes Verfahren genannt werden. 

Es seien zwei Bereiche 1\ und T^ gegeben, welche einen oder 
mehi'ere Bereiche T" gemeinsam haben , und deren Begrenzungslinien 



sich niuht berühren. (In der schematischen Eigur 10 ist 1\ die Eläuhc 
eines Kreises , T.^ die Fläche eines Quadrats.) 

Die Gesammthcit aller Theile der Begrenzung von 2",, welche 



*) Siehe S. 175 dieses Bandes. 
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ausserhalb T^ liegen, werde mit L^, die Gesammtlieit aller übrigen, 
innerhalb T^ liegenden Theüe werde mit i, bezeichnet. 

Ebenso zerfallt die Begrenzung von T^ in die &esammtheiten 
i, nnd i„, wenn nämlich mit L, die Gesammtheit aller Stücke, welche 
innerhalb des Gebietes 2", liegen, mit L^ die Geaammtheit aller Stüche, 
die ausserhalb T^ liegen, bezeichnet wird. 

Es wird vorausgesetzt, es sei sowohl für den Bereich T, als 
auch für den Bereich T^ möglich , die partielle Differentialgleichung 
Jit = beliebigen Grenzbedingungen gemäss zu integriren ; es 
handelt sieh danim, zu zeigen, dass dies auch für den Bereich 
T^ + T^-T" = T möglich ist, welcher die Bereiche 1\ und T^ als 
Thoile enthält, bei welchem aber das den Gebieten T^ und 1\ ge- 
meinsame Gebiet J** nur einfach zu zählen ist. 

Sowohl für das Gebiet T, und die Linie i, , als auch für das 
Gebiet T^ und die Linie L^ sind die Bedingungen des vorher erwähn- 
ten Hülfssatzes erfüllt; im ersten Falle möge die Linie L^, im 
zweiten die Linie L^ an die Stelle der Gruppe der Streclien mit 
grader Ordnungszahl treten. Es ist daher möglieh, zwei Zahlen 2i 
und 2a zu bestimmen, welche die Rolle der Zahl q in dem Hülfssatze 
vei'treten, und welche beide kleiner sind als 1. 

Dem Eecipienten der Luftpumpe entspricht in Beibehaltung der 
obigen Analogie das Gebiet T*, dem Innern der beiden Pumpency- 
linder entsprechen die Gebiete T^—T*, T^—T*, den Ventilen die 
Linien L^ und L^. 

Es seien für die Begrenzung von T, also längs L^ und L^, die 
"VVerthe für die ]?unction u willkürlich vorgeschrieben; g sei die obere, 
Ic sei die untere Grenze dieser Werthe ; die Differenz g — h werde 
mit G bezeichnet. 

Nun nehme man längs L^ eine Werthereihe wUlkürlioh an, z. B. 
in allen Punkten von L^ den Werth /e, und bestimme für das Gebiet 
r, eine Tunction t(,, welche längs L^ die vorgeschnebenen "Werthe, 
längs ij den Werth h hat und im Lmeren von T^ der Differential- 
gleichung z/i(, = genügt. Nach der über das Gebiet T^ gemach- 
ten Voraussetzung gibt es eine solche Function. (Erster Zug des 
ersten Kolbens.) 

Die "Werthe, welche die Function !(, längs L^ hat, denke man 
sich festgehalten und für das Gebiet 1\ eine Function u^ bestimmt, 
welche längs L^ die vorgeschriebenen "Werthe hat, längs ii mit der 
vorher bestimmten Function «, übereinstimmt, und für welche Ju, = 
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ist. Nach der über das Grebiet T^ gemacliten Voraussetzung gibt es 
eine solehe Pnnction. (Erster Zug des zweiten Kolbens.) 

Der Werth von u^—u^ oder von ii^—h längs L^ ist kleiner als 

g-t = g. 

Man bestimme nun für das Gebiet T, eine Function ii^ , welche 
längs Z/^, die vorgeschriebenen Werthe bat, längs L^ mit »(^ überein- 
stimmt und für welche z/m^ = ist. (Zweiter Zug des ersten Kol- 
bens.) 

Die Differenz Mj— m, ist im Inneren von T, in keinem Punkte 
negativ ; dem absoluten Betrage nach ist die Differenz Mg— «^ kleiner 
als G, längs i, aber nach dem erwähnten Hülfasatze kleiner als 
Gq,, weil «3— m, längs L„ den "Werth hat und längs L^ kleiner als 
Q ist, 

Die Werthe der Function u^ längs L^ denke man sich festgehal- 
ten und für das Gebiet T, eine Function u^ bestimmt, welche längs 
-£, mit M, übereinstimmt, längs L^ die vorgeschriebenen Werthe hat 
und für welche z/m, := ist. (Zweiter Zug des zweiten Kolbens.) 

Die Differenz ii^—u, hat längs L^ den Werth und ist längs 
Z, , wo dieselbe mit Wj— w, übereinstimmt, positiv und kleiner als 
Gq,; daher ist «,— Jtj im Innern von T^ nirgends negativ und bestän- 
dig kleiner als Gq,, längs L^ aber kleiner als Gq^q^. 

Durch Fortsetzung dieses altemirenden Verfahrens gelangt man 
zu einer Reihe von unendlieli vielen Functionen mit ungradem und 
mit gradem Index, Die einen sind für das Gebiet T, , die andern 
für das Gebiet T^ so erklärt, dass sie beaiehlich längs Z-^, und i, die 
vorgeschriebenen Werthe haben und im Inneren der Gebiete, für welche 
sie erklärt sind, der partiellen DifFerentialgleichimg Ju = genügen. 

Für das Gebiet T* sind sowohl die Functionen mit ungi'adera als 
die mit gradem Index erklärt, und zwar stimmen dieselben abwech- 
selnd längs Lj und längs L^ mit einander überein. Längs i, ist 
nämlich ti,„_^ = m^,. und längs L^ m^,,^, = «,,. 

Es ist nun nicht schwer, nachzuweisen, dass die Functionen mit 
ungradem und diejenigen mit gradem Lidex sich mit wachsendem In- 
dex bestimmten Grenz fnnctionen u' und u" unbegrenzt nähern, welche 
durch die Gleichungen 

ii' = M,+ (M3-"i) + K-«a) + -'-+K.+ -»..-.) + --' m inf. 
u" = u^+(u^~it^) + (m„— «J + ■ ■ ■ -|- (m3„+3— »2,,) + ■ ■ ■ in inf. 

erklärt sind. Die auf der rechten Seite stehenden Reihen convergl- 
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ren niibediiigt und im- alle in Betracht kommenden Wertliepaare x, y 
in gleichem Grrade; es ist nämlich 
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Sowohl längs £,, als längs X^ ist ?(' = u". Im Inneren von 2', 
ist^M'=0, imlnneren von Tj ist i:/M"= 0, daher ist für jeden Pnnkt 
von T* w' ^ m", weil längs der ganzen Begrenzung- von 1'* beide 
Functionen mit einander übereinstimmen. 

Es sind daher die beiden Fmietlonen u' und u" "Wcrtbe dersel- 
ben Function u, welche für das ganze Grebiet T = T, + T^~T* er- 
klärt ist, für das Innere desselben der partiellen Diiferentialgleiebnng 
^u = genügt und längs der Begrenzung Lg + L^ die vorgeschrie- 
benen Werthe annimmt. 

Hiermit ist der Beweis für die Richtigkeit 'der oben ausgespro- 
chenen Behauptimg angedeutet : Unter den angegebenen Voraussetzun- 
gen ist es auch für den Bereich T möglieh, die partielle Differential- 
gleichung z/m = willkürlich vorgeschriebenen G-renzbedingungen 
gemäss zu integriren. — 

Durch wiederholte Anwendung und geeignete Modifieation des 
erwähnten Grenzüberganges durch alternirendes Verfahren kann die 
Existenz einer Function u für ein gegebenes Gebiet auch dann, wenn 
ausser den G-renzbedingungen noch Unstetigkeitsbedingimgen , oder 
wie bei den Ab eischen Integralen Unatetigkeitsbedingungen allein 
vorgesehrieben sind, in den Fällen dargethan werden, für welche 
Riemann in seinen Abhandlungen die Existenz behauptet inid mit- 
telst des Diricblet sehen Priucips zu beweisen gesucht hat. 

Das erläuterte Beweisverfaliren erstreckt sich nicht bloss auf 
den Fall, in welchem die das Grebiet T geometrisch darstellende, ein- 
fach oder mehrfach zusammenhängende Riemann sehe Fläche in 
ihrer ganzen Ausdehnung in derselben Ebene oder auf derselben Ku- 
gelfläche enthalten ist, sondern gilt im Wesentlichen unverändert auch 
für den Fall, in welchem diese Mäche auf einer aus mehreren ebenen 
oder sphärischen Flächen zusammengesetzten Polyeder Oberfläche 
ausgebi'eitet ist. 

Mit Hülfe dieser Erweiterung kann unter Anderem auch der 
Beweis geführt werden, dass ein einfach zusammenhängender, auf 
einer solchen Polyederoberfläche ausgebreiteter Bereich conform ab- 
srden kami auf die Fläche eines Kreises, wenn dieser 
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Bereicli eine iii sieh zuritiikelu'eiKlo ßegrenzimgslinie besitzt, und 
auf die MäcHe einer Kugel, wenn derselbe ein einfach zusammen- 
hängender imd geschlossener Bereich igt. 

Hiermit ist auch die Frage nach der MÖgliohheit der Constanteu- 
beefcimmvmg, auf welche die conforme Abbildung der einfach zusam- 
menhängenden Oberfläche eines von ebenen Flächen begrenzten Polye- 
ders auf eine Kugel zurückgeführt werden kann (s. Borchardt's Jour- 
nal, Bd. 70, S.119),*) beantwortet. 

Ein specieller Fall der soeben erwähnten Äbbildungaaufgabe tritt 
ein, wenn es sich darum handelt, die einfach zusammenhängende 
Fläche eines von geradlinigen Strecken begrenzten ebenen Polygons 
auf die Fläche eines Kreises conforni abzubilden,- mag die Fläche des 
Polygons ganz im Endlichen liegen, oder den unendlich fernen Punkt 
der Ebene ein- oder mehrmals in ihrem Inneren enthalten ; auch Win- 
dimgspunkte im Inneren derselben sind nicht ausgeschlossen. Bei die- 
ser Aufgabe liegt ebenfalls die einzige Schwierigkeit in dem Nach- 
weise der Möglichkeit, eine gewisse Anzahl zum Theü reeller, zum 
Theil conjugirter complexer Constanten , von denen die, die conforme 
Abbildung vermittelnde Function abhängig gemacht wird , so zu be- 
stimmen, dass allen Bedingungen der Aufgabe genügt wird. 

Diese Schwierigkeit kann durch Anwendung eines von Herrn 
Weierstrass entwickelten Verfahrens überwunden werden. Die 
Anwendung des obigens Grenzverfahrens bietet ein neues Mittel zur 
IJeberwindung derselben dar. 

Aehnliches gilt von dem Nachweise der Möglichkeit derjenigen 
Constantenbestimmung , auf welche die Aufgabe der conformen Ab- 
bildung einer von Kreisbogenstrecken begrenzten, einfach zu- 
sammenhängenden Fig-ur auf die Fläche eines Kreises zurückgeführt 
wird. (a. a. 0. S. 117.) **) 

Auch in diesem Falle kann die Fläche in ihrem Inneren Wiii- 
dungspunkte oder den unendlich fernen Punkt enthalten. 

Nachtrag. Vor Kurzem sind drei Abhandlungen des Herrn 
Christoffel mir bekannt geworden (Annali di Matematica diretti 
da Brioschi e Cremona, tomo IV, pag. 1—9; Nachrichten von der 
Königlichen Gresellschaft der Wissenschaften zu Gföttingei 



*) Siehe S. 82 dieses Bandes. 
i'*) Siehe S, 79 dieses Bandes. 
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1870, S. 283-298 imd 35!)-3Ö9), deren zu der obigen Mittlieilung in 
Bezieliung' stehender Inhalt zu einigen Bemerkungen Anlass gibt. 

Auf pag. 1 des vierten Bandes der Annali liest man: „ . . . la 
determinaüione dellc tcmperature stazionarie Süpra nna snperficie ret- 
tangolare F non offre alouna difficoltä, il problema associato delle 
temperature stazionarie sulia supetflcie complementare F' c rimasto 
eompletamente inaocessibUe ai nietodi adoperati üiiqui . . ." 

und anf S. 284 der erwähnten Nachrichten: „... (man) ge- 
langt dann zu einer merkwürdigen G-attnng von Problemen, welche 
so auffallende Schwierigkeiten darbietet, dass die Lösung einer Auf- 
gabe dieser Art ungeachtet aller Anstrengungen bisher nur in dem 
einzigen, durchaus elemeniai'en Falle gelungen war, wo die Begren- 
zung von Sß^ (— die nach allen Bichtungen in's TJnendliclie reichende 
Fläche, welche von einer Ebene übrig bleibt, wenn aus dieser ein 
einfach zusammenhängendes, endliches Stück ^ herausgeschnitten 
wird — ) ein Kreis ist. Namentlich sind, was im Folgenden seine 
Erklärung finden wird, alle Versuche gescheitert, irgend einen der 
besondern, vorzugsweise interessanten FäUe zu behandeln, wo ^, von 
einer geradlinigteu Figur begrenzt ist." 

Dieser Behauptung gegenüber erscheint es angemessen, auf einige 
einfache Beispiele aufmerksam zu machen, welche vielleicht auch an 
und für sich denen, welchen .sie neu sind, einiges Interesse darbieten. 

1, Es sei in der Ebene, deren Punkte die Werthe der comple- 
xen Grösse s geometrisch darstellen, eine Parabel gegeben, deren 
Brennpunkt der Punkt .? ^ 0, deren Scheitel der Piuikt s = -i-l 
ist. Durch Vermittelung der Function Z ^^ tg^(y5r\/ä') wird das 
Innere und durch Vermittelung der Function Z, = 7= — 1 wird das 
Aeussere der Parabelfläche zusanunenhängend und in den kleinsten 
Theilen ähnlich auf die Fläche je eines Kreises abgebildet, womit 
bekanntlich di,e betreffende Wärme-Aufgabe für das Aeussere und für 
das Innere der Parabel als gelöst zu betrachten ist. 

2. Es sei -die Gleichung einer Ellipse ^+^ = 1 gegeben; 
a^—P= 1. Durch Vermittelung der Fxmction Z ^ sin am (^f aresin ^), 
q = {^y , wird das Innere und durch Veirmittelung der Function 
^i = ^~^!^" ' wird das Aeussere der Ellipse auf die Fläche eines 
Kreises conform abgebildet, womit die betreffende AVäime-Aufgabe 
auch für diesen Fall als gelöst zu betrachten ist. 
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3. Es sei ein Quadrat gegeben, dessen Ecken die vier Punkte 
s = +1, +i, —1, ^i bilden. Durch Vermittelmig der Function 
Z ^= sin am Ks, k = i wird das Innere Aes Quadrates auf die Eläche 
eines Kreises conform abgebildet i^nd durcli Vermittelung der Ennc- 
tion 
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wird umgekehrt die Eläche des mit dem Itadias 1 in der Ebene der 
complexen Grösse Z, um den Nullpunkt beschriebenen Kreises anf das 
Aenssere jenes Quadrates conform abgehildet, wenn die complexe 
Integrations variable Z, auf jene Kreisfläche beschränkt wird und 
die Integrationaconstante ans der Bedingung bestimmt wird, dass 
lim (f—J^) flir Z^ ^ auch gleich sei. Durch die angegebenen 
Abbildungen darf aber die "Wärme-Aufgabe für das Innere und für 
das Aeussere des Quadrates als gelöst angesehen werden, (Vergl. 
Borchardt'a Joum. Bd. 70, S. IIB.)*) 

4. Es sei ein Kreisbogendreieck gegeben. Die conforme 
Abbildung der Fläche eines Kreises auf das Innere und auf das 
Aeussere eines Kreisbogendreiecks ist mittelst hypergeometrischer 
Reihen ohne Schwierigkeit ausführbar. (Am tmgef. Orte S. 117.)**) 

Die Zahl dieser Beispiele könnte noch vermehrt werden. — 

Es darf nicht unerwähnt gelassen werden, dass auch gegen den 
übrigen Inhalt der genannten Abhandlungen, wie mir scheint, erheb- 
liche Einwendungen geltend zu machen sind. 

An einen vollständigen Beweis würde zweifellos die Forderung 
zu stellen sein, dass auch bewiesen werde, es sei in der That mög- 
lich, sämmtliche Constanten, auf deren Bestimmung es ankommt, so 
zu bestimmen, dass allen Bedingungen der Aufgabe genügt wird. 

Es ist ferner wohl zu beachten, dass in den beiden erwähnten 
Abhandlungen in den Göttinger Nachrichten die Untersuchung aus- 
drücklich auf den Fall beschränkt wird, in welchem die Bcgrcnzimgs- 
linie des abzubildenden Bereiches durch eine „unzerfällbare Glei- 
chung" gegeben ist. Hierdurch werden also von vornherein sowohl 
die Fälle ausgeschlossen, in denen die Begrenzungslinie aus mehreren 
Stücken verschiedener analyiiseher Linien besteht, als auch der Fall, 

*) Siehe S. 77 dieses Bandes. 
**) Siehe S. 80 dieses Bandes. 
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in welchem diese Linie an keiner Stelle (Ten Charakter einer alge- 
braischen Curve besitzt. 

Endlicli darf nicht übersehen werden, dass in einer grossen An- 
zahl vüu Fällen, zu welchen anch der einfache Fall der conformen 
Abbildung des Inneren einer Ellipse auf das Innere eines Kreises ge- 
hört, die in den genannten Abhandlungen aufgestellten Schlussformeln 
mit einer ungehobenen Schwierigkeit noch behaftet bleiben; ein Um- 
stand, welcher es als fraglich erscheinen lässt, ob diese Formeln als 
ein Beweis Tut die Möglichkeit der Lösung der gestellten allgemeinen 
igesehen werden düi'fen. 

Zürich, im August 1870. 
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lieber die Integration 
der partiellen Differentialgleichung 

unter vorgeschriebenen Grenz- nnd Unstetig 
keitsbedingungen. 

Im Ootobor 1370 vüii Ilacin Wuiurstrasa dor 1 
an Bei-Iin miteetlieilt. ~ Monatsborlolito ilor Köuigliclioa 

Im August 1866 bat Herr Weierstrass der Königliclien Aka- 
demie von einer Arbeit (des Verfassers) Mittheilung gemacht, welche 
die conforme Abbildung eines einfach zusammenhängenden Bereiches 
T auf die Fläche S eines Kreises, beziehungsweise auf die Fläche 
E einer Halbebene für den Fall betrifft, dass die Begrenzungslinie 
des Bereiches T von geradlinigen Strecken oder von Kreisbogen ge- 
bildet wird. Für den allgemeinen Fall wurde die Lösimg der ange- 
gebenen Abbildnngsaufgabe unter der Voraussetzung, dass es über- 
haupt eine LÖsi\ng derselben gebe, auf die Integration einer gewöhn- 
lichen Differentialgleichung und die Bestimmung einer endlichen An- 
zahl von Constanten zurückgeführt. 

Diese Znrückführnng beniht im "Wesentlichen auf folgenden Be- 
trachtungen. 

Es sei s = x-i- yi eine eomplese Variable, in einer Ebene geo- 
metrisch dargestellt durch einen Punkt mit den rechtwinkligen Coor- 
dinaten x, y. Die auf der positiven Seite der a;-Äxe liegende Halb- 
ebene sei der Bereich E. Der von geradlinigen Strecken oder von 
Kreisbogen begrenzte Bereich T sei der geometrische Ort eines Punk- 
tes, durch welchen eine zweite complese Variable t = i + fii geome- 
trisch dargestellt wird. 

Es wird vorausgesetzt, dass für alle im Inneren von E liegenden 
Werthe des Argumentes s die Variable g als eine eindeutige analy- 
tische Function des Argumentes ä mit dem Charakter einer ganzen 
oder gebrochenen rationalen Function so erklärt ist, dass vermöge 
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der Bezieliimg £ = f{s) <lei' ßereicii E auf den Bereich T zi\sain- 
menliäogend xmd in den kleinsten Theilen ähnlieh abgebildet wird. 
Nun bilde man die Fi.inctioiien 



(W 



log 



i-K^'-f)=-«- 



Hierbei sind für die Fimction E(s) als singulare Werthe von e ansscr 
dem Werthe s = co alle diejenigen Werthe im Inneren rind auf der 
Begrenzung von E anzusehen, welche den der Fläche T angehörenden 
Ecken, Windungspunkten und unendlich fernen Punkten entsprechen. 

Für die Function F{^) hingegen gehören die vorkomniendenfaUs 
den nnendlicb fernen Punkten von T entsprechenden Werthe von s 
nicht zu den shigiilären Wertheii des Argumentes, wenn jene Punkte 
nicht zugleich Windungspunkte oder Ecken von T sind. 

Die Function F(0) hat für alle reellen Werthe von s ebenfalls 
reelle Werthe, Es ist daher möglich, das Gebiet des ArgTimentes g, 
welches zufolge der ursprünglichen Erklärung der Function F(s) zu- 
nächst auf die Halbebene E beschränkt ist , dadurch auf die ganze 
Ebene auszudehnen, dass conjugirten Werthen des Argumentes ^ con- 
jugirte Werthe von F{s) zugeordnet werden. Hierbei ergibt sich, 
dass die , durch die erweiterte Definition für alle Werthe der unbe- 
schränkt veränderlichen complexen Grösse s definirte analytische 
Function F(s) in der Umgebung aller singulären Werthe den Cha- 
rakter einer rationalen Function besitzt und daher — nach einem 
Fun damentals atze der Theorie der analytischen Functionen — selbst 
eine rationale Function von .s ist, 

Wenn die Begrenzungslinie von T mir aus geraden Strecken 
besteht , so ergibt sich durch analoge Betrachtungen , dass schon die 
Function E(s) eine rationale Function ihres Argumentes ist. 

Es darf hierbei nicht übersehen werden, dass diese Beweisführung 
wesentlich auf der von vorn herein gemachten Voratissetzung beruht, 
dass es eine Function g = f{s) gebe, durch welche die geforderte 
Abbildung vermittelt wird , — dass es demnach nicht erlaubt ist, 
hieraus umgekehrt auf die Möglichkeit der Lösung der angegebenen 
Abbildungaaufgahe zu schllessen , bevor nicht der Nachweis geführt 
ist, dass es möglieh ist, für jede einfach zusammenhängende, von ge- 
raden Strecken oder Kreisbogen begrenzte Fläche T die in die 

x Abluii-iliingBn. II. 1*1 
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n Functionen JG(^), beziehungsweise F(^) eingehenden Constan- 
ten so ziibestinimeri,das3allenBedingimgen der AufgabeGenüge geschieht. 

Während es leicht ist, specielle Fälle anzugehen , fiir welche die 
Bestimmung der Conatanten ohne Weiteres gelingt, liegt bei der be- 
trachteten allgemeinen Aufgabe die einzige sich darhietende Schwie- 
rigkeit ■von Belang in dem zvt leistenden Reweis für die Möglichheit 
dieser Constantenbestimniung. 

Der Königlichen Akademie habe ich die Ehre , im nachfolgenden 
Auszuge von einem Verfahren Mittheilung zu machen, durch dessen 
Anwendung es , wie ich mich überzeugt zu haben glaube , gelingt, 
nicht nur die Frage nach der Möglichkeit der Constantenbestimmung 
hei der erwähnten Aufgabe aUgemein zu beantworten, sondern über- 
haupt die vonRiemann in seiner Inauguraldissertation und in seiner 
Abhandlung „Theorie der Abelsehen Functionen^ ausgesprochenen 
allgemeinen Lehrsätze über die Integration der partiellen DitFerential- 
gleichung ^u ^= -^-^ + -^—^ ^ ruiter vorgeschriebenen Grenz- und 
Unstetigkeitabedingungen streng zu beweisen. 

1. Bezeichnet fi<p) eine nach dem Intervalle 2ro periodisch sich 
wiederholende , endliche , stetige und eindeutige reelle Function des 
reellen Argumentes (p, so stellen die Gleichungen 

«('-, 9) = ^f V(^) T—^i~^^7T-~^^^^'^> (0 < r ■< 1), 
^((1,9.) -^n<p)., (r= 1) 

eine für alle Punkte s = x + yi = re''" einer mit dem Radii\s 1 um 
den Punkt « ^ beschriebenen Kreisfläche S (0<j-^1) ein- 
deutig definirte , endliche und stetige Function w dar, welche für das 
Innere von S (0<r-<l) der partiellen Differentialgleichung 

genügt. Die durch die obigen Gleichungen mit der Beschränkuug 
< *■ ^ 1 dargestellte Function ist zugleich die einzige , welche für 
alle Punkte von S endlieb , stetig und eindeutig ist , welche für das 
Innere von S der partiellen Differentialgleichung Ju = in der Art 
genügt, dass die partiellen Ableitungen von « -^, -r— , "F-y, -^-j- in 
demselben Umfange existiren , endliche , stetige und eindeutige Func- 
tionen von X und y sind, und welche überdies auf dem Rande von 8 
mit f{ip) übereinstimmt. 
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Einen Beweis dieser Sätze, welcher nach der von Ei e mann im 
Artikel 10 seiner Dissertation mitgetheilfcen Methode geführt ist, habe 
ich im 15ten Jahrgänge der Vierteljahrsschrift der Naturforschenden 
GeseUschaft in Zürich, S. 113—128 veröffentlicht.*) 

2. Die eben definirte Function u ist für alle Werthe von t, 
welche kleiner als 1 sind, in eine nach Producteii ans den Potenzen 
von r und den Sinus und Cosinus der gleichnamigen Vielfachen von 
(f fortschreitende Keihe entwiekelbar, und es linden anf diese Fnnction 
diejenigen Betrachtungen Anwendting, welche überhaupt die analyti- 
sche Fortsetzting von Functionen betreffen , welche partiellen Diffe- 
rentialgleichungen genügen. Insbesondere gilt der Satz: "Wenn zwei 
Functionen «, und u^ , welche für zwei Bereiche T^ und T.^ , die ein 
einfach zusammenhangendes Gebiet T" von zwei Dimensionen gemein- 
sam haben, als endliche, eindeutige und stetige Functionen erklärt sind 
und in dem erklärten Sinne der partiellen Differentialgleichung ^u = 
genügen, in einem noch so kleinen Theile dieses gemeinsamen Gebietes 
mit einander übereinstimmen, so stimiiien sie für alle Punkte desselben 
mit einander überein , lassen sich unter Aufrechterhaltung der ange- 
gebenen Eigenschaften beide simultan gleich weit analytisch fortsetzen 
und stimmen längs jeder solchen Fortsetzung mit einander überein. 

3. "Wenn eine Function m für einen Bereich T einschliesslich 
der Begrenzung desselben endlich , stetig und eindeutig ist und im 
Inneren desselben der partiellen Differentialgleichung Ju === im an- 
gegebenen Sinne genügt , so hat dieselbe entweder in einem Theile 
des Gebietes einen constanten "Werth und dann ist dieselbe überhaupt 
eine Constante , oder dieses ist nicht der Fall. Im letzteren Falle 
möge der grÖsste "Werth von ti mit g , der kleinste "Werth mit Je 
bezeichnet werden. Einen Beweis des Satzes, dass eine stetige Func- 
tion einer oder mehrerer Veränderlichen, welche nicht eine Constante 
istj einen gTossten Werth mindestens für einen Punkt im Inneren oder 
auf der Begrenzung des Bereiches der Variablen, für welchen jene Func- 
tion erklärt ist , wirklich erreicht , falls die Function einschliesslich 
der Begrenzung des Bereiches stetig ist, hat Herr Weierstrass in 
seinen Vorlesungen gegeben, auf den Bezug zu nehmen ich mir erlaube. 
Im vorliegenden Falle müssen die Punkte , in denen die Function u 
ihre extremen Werthe erreicht, auf der Begrenzung liegen. (Vergl. 
Riemann's Inauguraldissertation Art. 11. IIL) 



*') Siehe S. 175 dieses Bandes. 
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"Wenn also die Function u nicht konstant ist, so liegen alle Werthe, 
welche dieselbe fiii' die inneren Punkte des Bereiches T unter den 
angegebenen Voraussetaungen annehmen kann, zwischen dem gröss- 
ten Werthe g und dem kleinsten Werthe h unter denjenigen Werthen, 
welche die Function u auf der Begrenzung von T annimmt. 

Wenn daher alle Werthe von u am Rande von T gleich 
sind, so ist ti auch ftir alle inneren Punkte gleich 0. 

Wenn es mithin eine Function u gibt, welche iinter den angege- 
benen Bedingungen für den Bereich T erklärt ist und in jedem Punkte 
der Begrenzung einen vorgeschriebenen , nach der Stetigkeit sieh 
ändernden Werth besitzt, so gibt es nur eine solche Function. 

4. Wenn ein einfach zusammenhängender Bereich (*■)*, für wel- 
chen eine Function u den angegebenen Bedingungen gemäss erklärt 
ist, durch Vermittelung einer analytischen Function 

S_FW, % + ni = F{x + ,ji) 

auf ein Gebiet (g)* conform abgebildet wird und die Function F{s) 
für alle Punkte im Inneren des Grebietes {s'f den Charakter einer 
ganzen Function besitzt , während F'{s) im Inneren desselben nicht 
gleich wird, so geht die Function u von x und y in eine Func- 
tion von § und i\ über und genügt für das Gebiet (£)* und die Va- 
riahlen § und i] ebenfalls den allgemeinen Bedingungen. 

Dieser bekannte Satz macht es in Verbindung mit der in no. 1 
angegebenen Formel möglieh, für jeden einfach zusammenhängenden 
Bereich T , welcher ganz im Endlichen liegt und in seinem Inneren 
keinen Wiiidungspunkt besitzt, die partielle Differentialgleichung 
zfM = vorgeschriebenen Grenzbedingungen gemäss zu integriren, 
wenn die eonforme Abbildung dieses Bereiches T auf die Fläche S 
eines Kreises bekannt ist. Unter denjenigen Bereichen, welche durch 
Vermittelung einfacher Functionen atif die Fläche eines Kreises con- 
form abgebildet werden können, sind hervorauheben ; 

a. Die von zwei Kreisbogen begrenzte Sichel oder Mondfigiir. 

Wenn die Werthe ä = «„ und s =. z'^ die beiden Ecken der 
Mondfigur bestimmen , und der Winkel , den die Tangenten beider 
Kreisbogen in diesen Punkten mit einander bilden, mit «jr bezeichnet 
wird, so wird diese Figur durch Vermittelung der Function 



'iS^Ö' 
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auf eine in der Ebene der oomplexen Grösse % liegende Halbebene 
coaform abgetildet. Die conforaie Abbildung einer Halbebene auf 
das Innere eines Kreises wird aber bekanntlich duroli eine gebroehene 
Function ersten Grades vemnittelt, welche für einen jener Halbebene 
nicht angehörenden Punkt unendlich gross wird. 

Zu den Gebieten dieser Ai't gehört auch das Kreissegment 
und der Halbkreis. 

h. Ein von drei Kreisbogen oder geraden Strecken begrenztes 
Stück der Ebene oder Kreisbogeudreieck , wenn zwei der Win- 
kel desselben Rechte sind und der dritte gleich «re ist , wobei jedoch 
a weder gleich 0, noch einer ganzen Zahl gleich ist. 

Bezeichnet ss = ^^ die Ecke des BereicLea mit dem "Winkel «nr, 
^ = äJ den zweiten Schnittpunkt der im Punkte z = s^ sich schnei- 
denden Kreise, so wird dieser Bereich durch Vermittelung der Function 



^-(^r 



auf die Fläche eiooa Halbkreises confonn abgebildet, wodurch 
dieser Fall auf den vorhergehenden zurückgeführt ist. 

Zu den Gebieten dieser Art gehört auch der Kreisseetor; 
in diesem Falle ist .»^ = co und man hat t, = (a'— .?„)" zu setzen. 

Den miter «. und h. genannten Gebieten reiht sich an: 

c. Ein von di-ei Kreisbogen begrenztes ebenes Kreisbogeu- 
dreieck, in welchem eine Ecke eine Spitze ist und die beiden 
anderen Winkel Rechte sind. 

Bezeichnet m = 8^ die Lage der Spitze dieses Bereiches und 
s = s'a + e""'i für positive Werthe von t die Tangente der Spitze, 
so wird dieser Bereich durch Vennittelung der Functionen 



auf die Fläche eines in der Ebene der complexen Grösse % liegenden 
Kreisseetors eonform abgebildet, und hierdurch ist dieser Fall 
auf den vorhergehenden zurückgeführt. 

Für die genannteu di-ei Bereiche also , sowie für alle diejenigen 
Bereiche , welche auf diese eonform abgebildet werden können , kann 
die pai'tielle Differentialgleichung Ju = vorgeschriebenen Grenz- 
hedingungen gemäss integrirt werden. 

5. Unter einer ebenen analytischen Linie versteht man eine 
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ebene Linie, für welche die leehtwinliligen Coordinaten x und y eines 
beliebigen Punktes analytiscbe Fnnctioncn einer reellen Veränderlichen 
t sind. Es sei * = #o ^^^ specieller Werth der Grösse t , welchem 
ein im Endlichen liegender Pnnkt der analytischen Linie entspricht, 
in dessen Umgebung dieselbe den Charakter einer algebraischen Curve 
besitzt. Die Grleichung 

s = c„ + Cj(t-Q + c^{t-tJ-h--- in inf. = f{t;Q, 

in welcher c^, c„ c^ ■ ■ ■ coraplexe Constanten von der Beschaffenheit 
, dass die Reihe fiir alle dem absoluten Betrage nach eine 

ise Grenze nicht überschreitenden Werthe von i — *<, convergirt, 
ist die allgemeine Gleichung eines im Endlichen liegenden Zweiges 
einer analytischen Linie. Man betrachte ein Stück dieses Zweiges, 
welches so beschaffen ist , dass für keinen im Inneren desselben lie- 
genden Pnnkt die Ableitung ~ den Werth annimmt. 

In der analytischen Gleichung 

s = /•(*; I.) 

können der Variablen ( auch complexe "Wcrthe beigelegt werden : 
dann vermittelt diese Gleichung eine conforme Abbildung eines Theiles 
der Ebene der eomplexen Grösse t, welcher jene in Betracht gezogene 
Strecke der Axe des Reellen enthält, auf einen Theil der Ebene der 
eomplexen Grösse s, welcJier jenen betrachteten Bogen der analyti- 
schen Linie in seinem Inneren entliält. Es ist auch möglich, zu beiden 
Seiten der geraden Strecke zwei solche Gebietstheile 1\ und T^ abzu- 
grenzen , dass für keinen Punkt im Inneren der so abgegrenzten Ge- 
bietstheile ^ gleich wird. Um die Vorstellung zu iixiren, mag 
angenommen werden , dass die beiden Bereiche F, und T^ zwei zu 
einander symmetrische Kreisabschnitte seien. Die beiden Theile 
T, und T^ werden dirrch die analytische I'unction auf zwei, zu beiden 
Seiten der analytischen Linie liegende Theile Z, und Z^ der Ebene 
der eomplexen Gi'osse z conform abgebildet. Für diese Bereiche kann 
also nach dem Inhalte von no. 1 und no. 4 die partielle Differential- 
gleichimg ^u = beliebig vorgescliriebenen Grenzbedingungen gemäss 
integrirt werden. 

Es ist auch umgekehrt möglich, wenn in der Ebene der eomplexen 
Grösse s eine analytische Linie gegeben ist, ein Gebiet Z, + Z^ anzu- 
geben , welches ein Stück der analytischen Linie in seinem Inneren 
enthält, und welches auf die Ebene der eomplexen Grösse t conform 
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SO abgebildet werden kann , dass dem Stiioke der analytischen Linie 
eine gerade Strecke entspricht. 

Diese Eigenscbaft ist für die anaiytiacliea Linien charakteristisch. 

In einigen Fällen bietet es Vortheile , statt der Variablen t die 
Bogenlänge s der Ciirve , von einem festen Punkte bis zn einem be- 
wegliehen gerechnet, als unabhängige Variable einzuftihren. 

Es gibt zwar nnendlieh viele Functionen, welche die Eigenschaft 
haben, die Gebiete Z^ und Z^ auf zwei andere, durch ehie geradKnige 
Strecke getrennte G-ebiete 1\ U3id T^ conform abzubilden. Werden 
aber die Punkte von T, und T^ durch Symmetrie einander zuge- 
ordnet, so ist das aus dieser Zuordnung hervorgehende punktweise 
Entsprechen der Gebiete Z, und Z^ allein von der betrachteten ana- 
lytischen Linie, nicht aber von der besonderen "Wahl der die Abbildung 
vermittelnden Function abhängig. (Vergl. Eorehardt's Journal Bd. 70. 
S. 106 und 107.)*) 

Die Möbiussehe Kreisverwaudtschaft ist ein specieller Fall eines 
solchen Entsprechens , welcher eintritt , wenn die analytische Linie 
ein Kreisbogen ist. 

6. Längs einer analytischen Linie L im Inneren eines Bereiches 
T, für welchen eine Function u im angegebenen Sinne der partiellen 
Differentialgleichung Ju = genügt, besitzt diese Function in Bezug 
auf den Bogen s dieser Linie den Charakter einer ganzen Function. 
Umgekelu't : Wenn der Bogen L einer analytischen Linie einen Theil der 
Begrenzung eine.s Bereiches T bildet, für welchen eine Function ?( der 
partiellen Differentialgleichung Jti = genügt, und die Werthe von u 
längs der Linie L mit f{s) bezeichnet werden, so ist die nothwendige 
Bedingung dafür, dass eich die Function u über die Linie L hinaus 
analytisch fortsetzen lasse, — ■ nämlich dass f{s) eine analytische Func- 
tion der Grrösse .■* ist, welche fiir alle in Betracht kommenden Werthe 
von s den Charakter einer ganzen Function besitzt, — für die Möglich- 
keit dieser analytischen Fortsetzung auch hinreichend. Ein specieller 
Fall dieses Satzes tritt ein, wenn die Linie L eine gerade Strecke 
ist , längs welcher eine Function u den Werth hat. In diesem 
Falle nimmt die Function u in solchen Punktepaaren, welche in Bezug 
auf die Gerade symmetrisch liegen, entgegengesetzte Werthe 
an ; ein Satz, welcher sein Analogen in der Potentialtheorie findet. 

Bei dieser Gelegenheit mag ei-wähnt werden , dass . wenn die 
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Pnnction /'(gj) in no. 1 in Bezug auf y an keiner Stelle den Charalt- 
ter einer ganzen FKiiction besitzt, in diesem Falle die Peripherie der 
Kreisfläclie S für die Function u und für die analytische Function 

deren reeller Theil die Function u ist, hinsichtlich dos Bereiches der 
Argumente dieser Functionen eine natürliche Grenze bildet. 

Auf den für die Functionentheorie wichtigen Umstand , dass der 
Bereich des Argumentes einer analytischen Function nicht immer ein 
willkürlieh auszudehnender , sondern vielmehr in vielen Fällen ein 
bestimmt begrenzter ist, hat Herr "Weieratrass vor einigen Jahren 
aufmerksam gemacht. (Monatsberichte der Königlichen Akademie der 
Wissenschaften zu Berlin, Jahrgang 1866, S. 617.) 

7. An die vorhergehenden Erörterimgen schliesst sich eine Un- 
tersuchung der Un Stetigkeiten an , welche eine Function u in einem 
Piuikte annehmen kann, wenn der Werth der Function bei der An- 
näherung an ddesenPiuikt dem absoluten Betrage nach einen endlichen 
"Werth nicht übersehreitet. Wenn eine Function tt fiir das Innere 
eines beliebig grossen, um den Punkt s = mit dem Radios R be- 
schriebenen Kreises so erklärt werden kann , dass sie der partiellen 
Differentialgleichiuig Ju = im angegebenen Sinne genügt , und, 
wie gross auch B sein möge, dem absoluten Betrage nach die endliche 
GK-össe g nicht überschreitet, so ist die Function eine Constante. Der 
Beweis dieses Satzes folgt aus der in no. 1 angegebenen Formel, wenn 
in derselben ;■ durch -^, f(cp) dui"ch u{]i,tp) ersetzt mid dann zur 
Grenze Hm B == co übergegangen wird. 

Wenn von einer Function u bekannt ist , dass dieselbe für das 
Innere eiues Bereiches T, mit Ausnahme eines im Inneren desselben 
liegenden Punktes «o, — für welchen es noch ungewiss ist, ob die Func- 
tion für denselben überhaupt einen bestimmten Werth hat, — im obigen 
Sinne der partiellen Differentialgleichung zlu = genügt, und dass, 
wenn in der Umgebung von 0^ ein beliebig kleiner Bereich abgegrenzt 
wird , alle Werthe von u im übrigen Bereiche , wie klein auch der 
ausgeschlossene sein möge , die endliehe Grösse ^ dem absoluten Be- 
trage nach nicht überschreiten , wenn endlich eine durch j 
des Werthes von u im Punkte s^, hebbare Unstetigkeit ausgi 
wird , so genügt dieses , um schliessen zu können , dass die Function 
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M auch für dea Punkt g^ einen endliclien und bestimmten Wetth hat, 
dass dieselbe überliaitpt in der Nähe dieses Pvmktes , den Punkt £„ 
selbst eingeschlossen, den Charakter einer ganzen Junction besitzt. 

Im Inneren eines Bereiches T kann also eine der Differential- 
gleieliung z/m = im Allgemeinen genügende Function keine anderen 
Singularitäten besitzen, als solche, bei denen die Pi\nGtion sich ver- 
zweigt oder unendlich gross wird. 

Auch in dem Falle , wenn auf der Begrenzung von T ein einzel- 
ner Punkt Ä„ liegt, fiir welchen die Eindeutigkeit und Stetigkeit von 
u iiügewiss ist , während die Endlichkeit von ii in der Umgebung 
dieses Punktes feststeht, kann analogerweise das Vorhandensein dieser 
genannten beiden Eigenschaften gesclilossen werden , wenn erstens 
bekannt ist , dass das G-ebiet T conform so abgebildet werden kann, 
dass einem Stücke der Begrenzung von T, welches den Punkt .?„ im 
Inneren enthält, eine gerade Strecke entspricht, und wenn zweitens die 
"Werthe von u längs der Begrenzung von T in jenem Paukte ^^ eine 
Unterbrechung der Stetigkeit nicht erleiden. 

Wenn dagegen imter im Uebrigen unveränderten Voraussetzungen 
die Werthe von u längs der Begrenzung von T im Punkte e,, eine 
Unterbrechung der Stetigkeit erleiden und der Punkt ä„ nicht zugleich 
eine Spitze der Begrenzung von T ist, so erhält man aus der Func- 
tion M durch Snbtraction eines Ausdruckes are tg' ^^ bei geeigneter 
Bestimmung der Constante C eine in diesem Punkte eindeutige und 
stetige Fiinction. 

Ist aber der Punkt Ä'^ eine Spitze, und .sind die beiden, die Spitze 
bildenden Linien £, und L^ analytische Linien , so kann , ohne dasa 
der Allgemeinheit Eintrag geschieht , angenommen werden , dass die, 
die Ordnuüg der gegenseitigen Berührung der beiden Linien in der 
Spitze ausdrückende Zahl , welche stets eine positive rationale Zahl 
ist , nicht grosser sei als die ebenfalls rationalen Zaiilen, welche die 
Ordnmig der Berührung der beiden Linien mit der Tangente der 
Spitze ausdi'ueken , da auf diesen Fall der allgemeinere durch eine 
vorhergehende conforme Abbildung stets zurückgeführt werden kann. 
Wird dann die Spitze selbst zum Pol von Polarcoordinaten *■, ip 
gewählt , und entspricht qo = der Tangente der Spitze , so erhält 
man aus der Function u durch Subtraction eines Ausdruckes 

07"'' sm^Kp, 

bei geeigneter Eestimnuing von (J und (t, eine auch in der Umgebung 
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der Spitze stetige Function. "Wird also der Grröase r eia conatanter 
Werth von hinreichender Kleinheit beigelogt , so sind für die in Be- 
traeht kommenden Werthe von tp die Aenderiingen von « um so genauer 
den Äenderungen von 9 proportional, je kleiner derWertk von r ist. 
In dieser Form gilt der Satz sowohl für den Fall einer Spitze, 
als auch für den Fall einer Ecke. 

8. Wenn für die "Werthe einer Function 11 längs der Begrenzimg 
von T Unstetigkeiten (endliche Sprünge) in einer endlichen Anzahl 
von Pimkten der Begrenzung zugelassen werden, so kann es ebenfalls 
nur eine Function geben, welche längs der ganzen Begrenzung vor- 
geschriebene Werthe bat, nirgends iinendlich gross wird, mit Ans- 
nähme jener Punkte stetig und eindeutig ist und im Inneren von T, 
mit Ausnahme einer endliehen Anzahl von Punkten, im angegebenen 
Sinne der partiellen Differentialgleichung Ju = O genügt. 

Auch gilt unter denselben Voraussetzungen noch der Satz (vergl. 
no. 3) , dass der Werth von m für einen inneren Punkt des Gebietes 
stets zwischen der oberen und unteren Grenze derjenigen Werthe 
liegt, welche diese Function auf der Begrenzung von T annimmt. 

Die in no. 1 angegebene Formel stellt für die Fläche eines Kreises 
die einzige den obigen Bedingungen genügende Function 11 auch dann 
dar, wenn die längs der Peripherie vorgeschriebene Werthereihe f(ifi) 
in einer endlichen Anzahl von Punkten unstetig ist. 

9. Die vorstehenden Betrachtungen erfahren keine wesentliche 
Modification, wenn der Bereich T in seinem Inneren "Windungspunkte 
enthält. 

Der einfachste Fall eines solchen Bereiches ist der Fall einer 
m-blättrigen Kreisfläche, für welche der Mittelpunkt ein 
(m— l)facher Windungspunkt ist. Ist ^ = ^^ der Mittelpunkt, It 
der Eadius der begrenzenden Kreislinie ] so führt die conforrae Ab- 
bildung durch die Function 



^(m 



auf den unter no. 1 betrachteten Fall einer einblättrigen Kreisfläche 
zurück. (Vergl. Uiemann's Dissertation Art. 14.) 

Während die Function u auch für die Windungspunkte die Eigen- 
scliaft behält, stetig und eindeutig bestimmt zu sein, wenn sie endlich 
bleibt , können ihre partiellen Ableitungen bei dei' Annälierung an 
diese Punkte unmdlicli gross werden und hiiren für die Windung.«- 
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pankte selbst im Allgemeinen zn existiren auf. Die Griiltigkeit des 
unter no. 8 erwähnten allgemeinen Satzes wird jedoch durch die Zii- 
lassimg von "Windnugspnnkten für das Innere des Bereiches nicht 
beeinträcbtigt, 

10. Ea werde angenommen, für einen von einer endliehen Anzahl 
von Stücken analytischer Linien begrenzten Bereich T sei es möglich, 
die partielle Differentialgleichung Ju ^ im angegebenen Sinne be- 
liebig vorgeschriebenen Grenzbedingiingen gemäss zu integriren. Hier- 
bei sollen die längs der Begrenzung von T vorgeschriebenen Werthe 
überall endlich und, mit Ausnahme einer endliehen Anzahl von Punk- 
ten P, in welchen eine Unterbrechung der Stetigkeit eintritt, stetig 
und eindeutig erklärt sein. 

jpiir diesen Bereich ist dann, wie eine nähere Untersuchung zeigt, 
die Voraussetzung erfüllt, betrefPend die Abbildbarkeit von Theilen 
des Grebietes T in der Nähe der etwa vorhandenen Ecken und Spitzen 
der Begrenzung von T auf zum Theil geradlinig begrenzte Bereiche, 
welche in no. 7 gemacht wurde , und es finden daher auf den Bereich 
T die unter no. 7 und 8 angeführten Sätze Anwendung. 

Die Begrenzung von T denke man sich in eine endliche Anzahl 
von Strecken (Theilen) getheilt und diese wieder zu zwei Gruppen 
angeordnet, so dasa in jeder Gruppe mindestens eine Strecke enthalten 
ist. Den einzelnen Strecken lege man, jenachdem sie der ersten oder 
zweiten Gruppe angehören, ungrade oder grade Ordnungszahlen bei. 

Dann ist die Anzahl derjenigen Punkte, welche eine Strecke mit 
gi-ader und eine Strecke mit ungi'ader Ordnungszahl trennen, Jeden- 
falls eine endliche; dieselbe kann auch gleich aein , wenn die 
Begrenzungalinie aus mehr als einem geschlossenen Theile besteht, 
Diese Punkte mögen mit P bezeichnet werden. Nach der Voraus- 
gibt es nun eine und nach dem Inhalte von no. 8 nur eine 
( Function tt , welche , mit Ausnahme der Punkte P und einer 
endlichen Anzahl anderer Punkte , für den Bereich T der partiellen 
Differentialgleichung Ju = genügt und in allen Punkten der Be- 
grenzung den Werth oder 1 hat , jenachdem die Ordnungszahl der 
Strecke , in deren Innerem der betreffende Punkt liegt , grade oder 
ungrade ist, 

Man denke sich nun im Inneren von T eine endliche Anzahl ana- 
lytiaeher Linien L gegeben , welche mit den Strecken ungrader Ord- 
nungszahl entweder keinen Punkt , oder nur Endpunkte P derselben 
gemeinsam haben. Im letzteren Falle wird Jedoch vorausgesetzt, dass 
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die Ordnung der etwaigen Berührung zwischen einer der Linien L 
und einer Strecke ungrader Ordnungszahl in keinem der gemeinaamen 
Punkte P höher aei , als die Berührung zwischen derselben Strecke 
ungrader Ordnungszahl und der in dem Punkte P a^istossenden Strecke 
mit grader Ordnungszahl. Für alle diejenigen "Werthe , welche die 
ohen erklärte Function u für die Punkte der Linien L annehmen kann, 
giht es eine obere Grenze; beziehungsweise ein Maximum. Diese obere 
Grenze q ist kleiner als 1. Nach der Beweismethode des Herrn 
Weierstrass, welche auch dem Beweise des in no. 3 erwähnten 
Satzes zu Grande liegt , gibt es auf den Linien L mindestens einen 
Punkt Q von der Beschaffenheit, dass , wenn von derjenigen Linie, 
auf welcher dieser Punkt liegt, in der Umgebung desselben ein beliebig 
kleines Stück abgeschnitten wird, die obere Grenze aller "Werthe, 
welche die Function u für die Punkte dieses Stückes annehmen kann, 
ebenfalls noch q ist. Man betrachte einen dieser Punkte ; liegt derselbe 
im Inneren von T, so wird der Werth q wegen der Stetigkeit der 
Function u in diesem Punkte erreicht ; es ist q ein Maximum. Da nun 
nach no. 8 der Werth von w für jeden inneren Punkt zwischen dem 
Werthe und 1 liegt, und keinen dieser AVerthe wirlilich annehmen 
kann, so ist q kleiner als 1. 

Wenn hingegen der Punkt Q auf der Begreuzi^ng von T liegt, 
so kann er nur mit einem der Punkte P zusammenfallen , und dann 
ist q der Grenzwerth, welchem sich u nähert, wenn der entsprechende 
Punkt längs einer der Linien L jenem Punkte P sich nähert. Dann 
folgt aber aus den gemachten Voraussetzungen (vergi. no. 7) ebenfalls, 
dass q kleiner als 1 ist. 

11. Es möge nun für denselben Bereich T bei derselben Ein- 
theilnng der Begrenzung in Strecken mit grader und ungrader Ord- 
nungszahl und für dieselben Linien L eine Function m, bestimmt wer- 
den, welche für das Innere von T der partiellen Differentialgleichung 
^M, =s= genügt und auf der Begrenzung längs der Strecken mit 
grader Ordnungszahl den Werth hat , und deren Werth längs der 
Strecken mit ungrader Ordnungszahl dem absoluten Betrage nach die 
Grösse g», nicht überschreitet. 

Betrachtet man nun die Function 

wo M dieselbe Bedeutung hat , wie in no. 10 , so genügt diese der 
particHen Liftoi'cntialgleiclnuig ^w, = und hfit iängs der Begrenzung 
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von T zum Theil den Wei-tli 0, zum Theil positive "Werthe. Daher 
ist der Wertli von Mj für keinen Punkt im Inneren von T negativ, imd 
es übersteigt somit der Wertli von u^ dem absoluten Betrage nach 
nirgends den Werth von g^u; längs der Linien L übersteigt also der 
Werth von Mj in keinem Punkte die Grösse t/i^, wo die Zalil q die 
in no. 10 erklärte Bedeutung bat und kleiner als 1 ist. 

Auf diesem Satze beruht hauptsäehlicli das Gelingen des folgenden 



Nachdem für eine Anzalil von einfach begrenzten Bereichen 
ist, dass für dieselben die partielle Differentialgleichung 
Jxi, = beliebig vorgeschriebenen Grenzbedingungen gemäss integrirt 
werden kann , handelt es sich darum , den Nachweis zu führen , dass 
auch für einen weniger einfachen Bereich, der a\is jenen auf gewisse 
Weise zusammengesetzt ist, die partielle Differentialgleichung ^m = 
beliebigen Grrenzbedingungen gemäss integrirt werden kann. 

Zum Beweise dieses Satzes kann ein Grenzübergang dienen, 
welcher mit dem bekannten, zur Herstellung eines luftverdünnten 
Eaumes mittelst einer zweistiefeligen Luftpumpe dienenden Ver- 
fahren grosse Analogie hat luid welcher Grenzübergang durch 
alternirendes Verfahren*) genannt werden kann. 

Es seien zwei von analytischen Linien begrenzte Bereiche 1\ und 
T, gegeben, welche einen oder mehrere Bereiche T* gemeinsam haben. 

Fg 11 (FiK lOaif S ISb) 




(In der schematiscben Figur 11 ist 1\ die Mäche eines Kreises , 1\ 
die Fläche eines Quadrats.) 

Die Begrenzung des Bereiches T^ wird von der Begrenzung des 
Bereiches T^ in eine Anzahl von Stücken zerschnitten. 

Die Gesammtheit aller Theile der Begrenzung von T,, welche 
ausserhalb T^ liegen , werde mit L^ , die Gesammtheit aller übrigen, 
innerhalb T^ liegenden Theile werde mit L^ bezeichnet. 

*) Siehe S. 136 dioscs Bandes. 
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Ebenso zerfallt die Begrenzung von T^ in die Gesammtlieiten 
i, und J/j, wenn nämlich mit i, die Gesammtheit aller Stücke, welche 
innerhalb des Grebietes T, liegen, mit L^ die Gresammtheit aller Stücke, 
die ausserhalb 2*, liegen, bezeichnet wird. 

Es wird vorausgesetzt , es sei sowohl für den Bereich 2", , als 
auch für den Bereich T^ möglich , die partielle Differentialgleichung 
Ju = beliebigen G-reiizbedingungen gemäss zu integriren ; es 
handelt sich danim, zu zeigen, dass dies auch flir den Bereich 
T, + T,-T* = r möglich ist, welcher die Bereiche T, und T^ als 
Theile enthält, bei welchem aber das den Gebieten T, und T^ ge- 
meinsame Gebiet T* nur einfach zu zählen ist. 

Sowohl für das Gebiet T, und die Linie L,, als auch fnr das 
Gebiet T^ und die Linie L^ sind die Bedingungen des vorher erwähn- 
ten Hülfssatzes erfüllt; im ersten Falle möge die Linie L^,' im 
zweiten die Linie L, an die Stelle der Gruppe der Strecken mit 
grader Ordnungszahl treten. Es ist daher möglich, zwei Zahlen g^ 
und §5 zu bestimmen, welche die Rolle der Zahl q in dem Hülfssatze 
vertreten, und welche beide kleiner als 1 sind. 

Dem Recipienten der Luftpumpe entspricht in Beibehaltung der 
obigen Analogie das Gebiet T", dem Inneren der beiden Pümpency- 
linder entsprechen die Gebiete T^ — T*, T.^~-T*. den Ventilen die 
Linien i, und L^. 

Es seien für die Begrenzung von T, also längs L„ und i^, die 
Werthe für die Function u willkürlich vorgeschrieben; g sei die obere, 
Je sei die untere Grenze dieser Werthe; die Differenz g~k werde 
mit G bezeichnet. 

Nun nehme man längs L^ eine Werthereihe willkürlich an, z. B. 
in allen Punkten von L^ den Werth h, und bestimme für das Gebiet 
1\ eine Eiuiction u^, welche längs Lg die vorgeschriebenen "Werthe, 
längs Lj den Werth Ic hat und im Inneren von T, der Differential- 
gleichvmg Ju^ = genügt. Nach der über das Gebiet T^ gemach- 
ten Voraussetzung gibt es eine solche Function. (Erster Zug des 
ersten Kolbens.) 

Die Werthe, welche die Function u^ längs L^ bat, denke man 
sich festgelialten und für das Gebiet T^ eine Function u.^ bestimmt, 
welche längs L^ die vorgeschriebenen Werthe hat, längs X, mit der 
vorher bestimmten Function m, übereinstimmt, und für welche Ju^ = 
ist. Nach der über das Gebiet 2"^ gemachten Voraussetzung gibt es 
eine solche Fnnctiovi. (Erster Zug des zweiten Kolbens.) 
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Der Werth von u^—ti, oder von u^-~?i längs i, ist kleiner als 
S-l, = G. 

Man bestimme nun für das Grebiet T, eine Function u^, welche 
längs Lg die vorgeschriebenen Werthe hat, längs L^ mit u^ überein- 
stimmt und für welche Ju^ = ist. (Zweiter Zug des ersten Kol- 
bens.) 

Die Differenz u^—u^ ist im Inneren von 1\ in keiiiem Punkte 
negativ ; dem absoluten Betrage nach ist die Differenz ii^—u^ kleiner 
als G, längs i, aber nach dem erwähnten Hülfssatze kleiner als (?g„ 
weil «,— Mi längs L„ den "Werth hat und längs L^ kleiner als G ist. 

Die Werthe der Function Mg längs L, denke man sieh festgehal- 
ten und für das Gebiet T^ eine Function u^' bestimmt , welche längs 
i, mit !(, übereinstimmt, längs L^ die vorgeschriebenen Werthe hat 
und für welche ^u, = ist. (Zweiter Zug des zweiten Kolbens.) 

Die Differenz m,— m^ hat längs L, den "Werth und ist längs 
ij, wo dieselbe mit ii^—u^ übereinstimmt, positiv und kleiner als 
Gq,; daher ist u^~u^ im Inneren von T^ nirgends negativ imd bestän- 
dig kleiner als Gq,, längs L^ aber kleiner als Gq,g^. 

DurcJi Fortsetzung dieses alternirenden Verfahrens gelangt man 
zu einer lieihe von unendlich vielen Functionen mit ungradem und 
mit gradem Index. Die einen sind für das Gebiet T^ , die anderen 
für das Gebiet T^ so erklärt, dass sie beziehlich längs Lg und L^ die 
vorgeschriebenen "Werthe haben und im Inneren der Gebiete, für welche 
sie erklärt sind, der partiellen Differentialgleichung ^it = genügen. 

Für das Gebiet T* sind sowohl die Functionen mit ungradem, als 
die mit gradem Index erklärt, und zwar stimmen dieselben abwech- 
selnd längs i, und längs L^ mit einander überein. Längs L^ ist 
nämlich u^„_^ ^^ Mj„ und längs L^ m^^^, ^ Mj„. 

Die Fimctionen mit ungradem und diejenigen mit gradem Index 
nähern sich mit wachsendem Index bestimmten Grenzfunctionen m' 
lind u", welche durch die Gleichungen 

j[' = u^+ (Mg— Mj + {%—iig) -H ■ ■ • -|- (Mj„+,— Mo„_i) + - ■ ■ in inf. 

u" ^= Mj-f- (Mj— Mj)-f-(M„— M,) + ■ ■ • -f(2fj„+2~"'V) +■■■ in inf. 
erklärt sind. Die auf der rechten Seite stehenden Eeihen convergi- 
ren vmbedingt und für alle in Betracht kommenden "Werthepaare x, y 
in gieichom Grade ; es ist nämlich 

(Wä,<+^ — "!»-i) < f^(2i2a)"~' ii"'! 
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Man denke sich nun lur den Bereicli T, die Function w bestimmt, 
welche längs L^ die vorgeschriebenen Wertlie besitzt, längs L^ mit u' 
übereinstimmt und für das Innere von T^ der partiellen Differential- 
gleichung z/m = genügt. Dann hat die Differenz 

längs Lf, den Wertk und ist längs L^ kleiner als 

1-2, !/ä 
Hieraus folgt, dass «(— «a^+i ^^^fi^ für jeden inneren Punkt von T, Hei- 
ner als diese Grösse ist ; daher ist ?( gleich lim u^^, für n =: co, iind 
es stimmen somit die beiden Functionen u nnd u' für das Innere von 
Ti überein; also genügt u' der partiellen Differentialgleichung z/«' = 0. 
Auf dieselbe Weise wird gezeigt, dass für das Innere von T^ ^u" = ist. 

(Dass z/m' = und Ju" = ist, erfordert einen besonderen 
Nachweis , weil im Allgemeinen aus der in gleichem Grade stattfin- 
denden Convergenz einer «ijendlicben Reihe und der Differentiirbar- 
keit der einzelnen Glieder nicht mit Sicherheit die Differentiirbar- 
keit der Summe geschlossen werden kann.) 

Sowohl längs Z,, als längs L^ ist u' ^ u". Im Inneren von T, 
ist z/m' = 0, im Inneren von T^ ist ^u" = 0, daher ist für jeden Pnnkt 
von r* m' ^ tt", weil längs der ganzen Begrenzung von T* beide 
Functionen mit einander übereinstimmen. 

Es sind demnach (s. no. 2) die beiden Functionen u' und u" 
"Werthe derselben Function u , welche für das ganze Gebiet 
T = T, + T^—T*' erklärt ist, für das Innere desselben der partiellen 
Differentialgleichung z/m = genügt nnd längs der Begrenzung 
La + L, die vorgeschriebenen "Werthe annimmt. 

Hiermit ist der Beweis für die Richtigkeit der oben ausgespro- 
chenen Behauptung geführt: Unter den angegebenen Voraussetzun- 
gen ist es auch für den Bereich T möglich, die partielle Differential- 
gleichung ^u ^ willkürlich vorgeschriebenen Grenzbedingungen 
gemäss zu integriren. — 

Durch wiederholte Anwendung des vorstehend erläuterten Grenz- 
verfahrens gelangt man, wenn es sieh um eine endliche Anzahl von 
Bereichen T^, T^, ■ ■ T^ handelt, welche durch Gebiete von zwei Dimen- 
sionen zusammenhängen, imd aus diesen Bereichen ein einziger Bereich 
T gebildet wird , in welchem die Punkte der gemeinschaftlichen Ge- 
biete auch nur einfach gezählt werden, zu einem Beweise desselben 
Satzes fü]^ diesen Bereich T. 
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Den wesentlichen Inhalt von no. 10, 11 und 12 habe ich vor 
Kurzem im löten Jahrgange der Vierteljahrssehrift der Naturfoi'sclien- 
den Gesellschaft in Zürich, S. 272— 286 veröffentlicht.*) 

13. Jeder ganz im Endlichen liegende Bereich T, dessen Be- 
grenzung ans schliesslich von geraden Strecken oder von Kreisbogen 
gebildet wird, kann aus einer endliehen Anzahl solcher Bereiche, wie 
der in no. 1, no. 4 «, &, c und in no. 9 betrachteten, durch Zusammen- 
setzung so gebildet werden, wie es die Voraussetzungen des in no. 12 
bewiesenen Lehrsatzes erfordern. 

Durch Zuhülfenahme der unter no. 5 betrachteten Bereiche wird 
der in no. 12 bewiesene Lehrsatz auf alle von einer endlichen Anzahl 
von Stücken analytischer Linien begrenzten Bereiche ausgedehnt. 

14. Bisher wurde vorausgesetzt, dass alle Punkte der betrach- 
teten Bereiche im Endlichen liegen. Diese Kinsckränkung ist nicht 
wesentlich. Denn die vorhergehenden Entwickelungen und Sätze lassen 
sich mit geringen Modificationen von der Ebene auf die K u g e 1 f 1 ä c h e 
übertragen, und es ist daher der Fall, in welchem der ebene Bereich 
T sich ins Unendliche erstreckt, durch Projection auf die Kugelfläche 
mittelst reciproker Badii vectores ebenso leicht zu behandeln , wie 
der Fall eines gana im Endlichen liegenden ebenen Bereiches. 

Das erläuterte Beweisverfahren erstreckt sich nicht bloss auf 
den Fall, in welchem die das G-ebiet T geometrisch daistellende, ein- 
fach oder mehrfach zusammenhängende R i e m a n n«che Fläche in 
ihrer ganzen Ausdehnung in derselben Ebene, oder auf derselben Ku- 
gelfläche enthalten ist, sondern gilt im "Wesentlichen unverändert auch 
für den Fall, in welchem diese Fläche auf einer ans mehreren ebenen 
oder sphärischen Flächen zusammengesetzten Polyederoberfläehe 
ausgebreitet ist. 

Das Beweisverfahren gilt auch für beliebige analytische Flächen, 
welche in jedem Pimkte den Charakter algebraischer Flächen haben 
und in ihrem Inneren von singulären Stellen frei sind, weil für diese 
die Möglichkeit der conformen Abbildimg von Theilen derselben auf 
ebene Figuren nachgewiesen werden kann. 

Das Auftreten einer oder mehrerer Kanten im Inneren des Be- 
reiches verursacht keine Schwieiigkeit ; auch das Auftreten von Ecken 
nicht, wenn für jede Ecke der Nachweis geführt werden kann, dass 
es möglich ist, von dem Grebiete einen tlie Ecke im Inneren enthaltenden, 



») Sielie 8. 133—139 dieses Bandes. 
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einfach ^usdimnentiangenden ßeieifh db^iiBcbneiden , welcher bis auf 
den Eckpimkt selbst uonfoim aul die Fliehe eiiie^ Ki'eises abgebildet 
werden kann. 

Dieser Nachweis ist Iül' die erwähnten, aus ebenen oder sphäri- 
schen Flächen gebildeten Bereiche nicht schwer zu führen. 

Wird die Ecke nur von ebenen riächeu gebildet, und liegt der 
Eckpunkt im Endlichen , öü schneide man von derselben durch eine 
Kugelfläche mit hini'eichend kleinem Badius , deren Mittelpunkt mit 
dem Eckpunkte zusammenfällt, ein Stück ab, schneide dasselbe längs 
einer Kante auf und breite es als Kreissector mit dem Centriwinkel 
2ait auf die Ebene der eomplexen Grrösse s so aus, dass dem Eck- 
punkte der Punkt ^ = (i entspricht. 

Durch Vermittelung der Function g ^ £"" wird der Bereich auf 
die Fläche eines Ki'eises conform abgebildet. 

Auch der Fall, dass die Ecke von eigenen Flächen gebildet wird, 
der Eckpunkt aber im Unendlichen liegt, — auf welchen Fall der 
Fall einer von sphärischen Flächen gebildeten Ecke stets zurückge- 
führt werden kann, — bietet, wenn er auch nicht ganz so einfach zu 
erledigen ist , wie der vorhergehende , grundsätzliche Schwierigkeiten 
nicht dar. 

15. Durch das im Vorhergehenden entwickelte Beweisverfahren 
ist dargethan, dass die partielle DiiFerentialgleicbung Ju = für 
jeden von analytischen Linien begrenzten, auf einer von ebenen oder 
sphärischen Flächen gebildeten Polyederoberfläche ausgebreiteten Be- 
reich 2* beliebig vorgeschriebenen Grenzbedingungen gemäss integrirt 
werden kann. 

Dieses Verfahren ist einer solchen Ausdehnung fähig, dass es auch 
noch den Fall umfasst, in welchem die partielle Differentialgleichung 
z/m = in der Weise integrirt werden soll, dass die Function u im 
Inneren des Bereiches gewisse vorgeschriebene Unstetigkeiten an- 
nimmt. 

Die Uiistetigkeitsbedingungen , welche bei der Riemannschen 
Theorie der Ab eischen Integrale in Betracht kommen, bieten zimächst 
das meiste Interesse dar. 

Unter diesen Unstetigkeitsbedingungen sind zwei Arten zu unter- 
scheiden. 

«. Es ist für den Punkt ä = ,e„ im Inneren des Bereiches , der 
kein singulärer Punkt ist , — hierauf lässt sich, nothigenfalls durch 
vorhei.'geheii de confomie Abbildung, der allgemeine Fall eines inneren 
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vorgeschrieben; es hoU die partielle Diiferentialgleichung Au = 
so integrirt werden, dass die Differenz zwischen %i und dem reellen 
Theile von if{^s;s^ in der Uragebung des Punktes g = s^^ diesen 
Punkt eingescblossen, endlich, stetig imd eindeutig ist. 

Zi, Das Gebiet T ist durch Querschnitte in ein einfach zusam- 
menhängendes Gebiet 2" verwandelt; es wird die Bedingung gestellt: 
es soll die Function w im Inneren von T' eindeutig seiu und beim 
Ueberschreiten jedes Querschnittes sich um eine längs dieses Quer- 
schnittes constante Grösse ändern , während die Wertlie der Ablei- 
tungen zu beiden Seiten des Querschnittes dieselben sind. 

"Wenn der Bereich T Begrenzungslinien hat, können überdies die 
Werthe der Function u längs dieser Begrenzuugslinien willkürlich 
vorgeschrieben sein. 

Es ist aber auch der Fall in Betracht zu ziehen, dass der Bereich 
T ein geschlossener ist und demnach die Function nur durch L'nste- 
tigkeitsbedingungen zu bestimmen ist. 

16. Zunächst möge der einfachste Fall betrachtet werden. 

Es sei S ein die Ebene der complexen Grösse s überall nur ein- 
fach bedeckender, einfach zusammenhängender Bereich. Es sei ä ^= s^ 
ein innerer Punkt desselben, in welchem die vorgeschriebene Unstetig- 
keit vou u diirch den reellen Theil 9ig){£;.s^) der Function <p{s\s^ 
(s. no. 15) ausgedrückt wii'd. Wenn B einen von verschiedenen 
Werth hat, so ziehe man von s^ aus nach einem Punkte der Begrenzung 
von B eine durch keinen Punkt mehr als einmal gehende Linie, durch 
welche der Bereich jS in emen einfach zusammenhängenden Bereich 
B' übergeht. 

Für den Bereich B' ist der Werth von S^(f{s\e^, mit Ausnahme 
des Punktes 5 = ^„, eindeutig erklärt. 

Die Differenz 'n — ^if{s;z^ ist naeh der Forderung der Aufgabe 
für den ganzen Bereich B eindeutig, endlich und stetig. Die Werthe 
dieser Function längs der Begrenzung von S ei'geben sich durch Sub- 
traction der Werthe von 3tqj(«;Äo) "^^n den für ii vorgeschriebenen 
Eaudwertheu. 



yGoosle 
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Hierdurch ist also die Drfferenz u~^^(p(s;s^) für das Iiiuere von 
S bestimmt und nach dem Vorhergehenden bestimmbar , mithin auch 
die Function u selbst. 

Analog ist zit verfahren , wenn für mehr als einen Punitt im 
Inneren von S die Function u vorgeschriebene Unstetigbeiten aaiiieh- 
men soll. 

Auf den vorhergehenden Fall kann der Fall jedes einfach zusam- 
menhängenden Bereiches T zurückgeführt werden und zwar so , dass 
die, die Ebene nur einfach bedeckende , einfach zusammenhängende 
Fläche S eine Kreisfläche ist. 

Um diesen Satz ku beweisen, hat man nur nötliig, zn zeigen, dass 
es tiir jeden einfach zusammenhängenden Bereich T eine Function 
eomplexen Argumentes gibt, welche für einen Punkt im Inneren von 
T logarithmisch unendlich wird und deren reeller Thcil längs der Be- 
grenzung von T den Werth hat. (Vergl. Üiemann's Dissertation 
Art. 21.) 

Es wird zunächst der reelle Theil dieser Function bestimmt. 

Die Begrenzung slinie von T sei L^. Im Inneren von T begTenze 
man durch eine in sich zurückkehrende, einfache analytische Linie i,, 
welche ganz im Inneren von T liegt, ein Stück T^, dessen Inneres man 
als von singulären Stellen frei annehmen kann , und welches auf die 
Fläche Sg eines Kreises mit dem Radius »■, = 1 conforra abgebildet 
werden kann. 

In der Fläche Sj construire man einen mit der Begrenzung con= 
centrischen Kreis, dessen Kadiiis r, kleiner als r, ist und der Einfach- 
heit wegen gleich r,e~' = \ angenommen werden möge, wo e die 
Grundzahl des natürlichen Logarithmensystems ist. 

Die diesem Kreise in dem Gebiete T^ entsprechende Linie werde 
mit £j und der zwischen L, mid L^ liegende, zweifach zusammen- 
hängende Theil von T mit T, bezeichnet. 

Der zwischen L, und L^ liegende, den G-ebieten T, und T^ ge- 
meinsame, zweifach zusammenhängende Theil möge im Anschluss an 
die in no. 12 gewählte Bezeichnungsweise mit T* bezeichnet werden. 
Dem Mittelpunkte von S, entspreche der Punkt P„. 

Man bestimme nun für das ö-ebiet T^ eine Function u^, welche 
längs Z-o den "Werth 0, längs L^ den Werth — logr^ = 1 hat, und 
für welche ^u, = ist, 

Für alle im Innere]t von 'J.\ liegeiulen Punkte liegt ii^ zwiseheu 
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und 1 ; der grÖsate "Wertli, den u, längs L^ erlangen kann, und der 
mit q^ bezeicbnet werden möge, ist angebbar kleiner als 1. 

Längs Z, denke man sich die "Werthe von u^ festgehalten und 
fiir das Gebiet T^ eine Function u^ bestimmt, welche längs L^ mit «(, 
übereinstimmt, und für welche im Inneren von T^ ^u^ = ist. Es 
ist «a < 9,. 

Die Werthe von ti^ längs i, denke man sich festgehalten und 
für das G-ebiet T, eine Function u^ bestimmt, welche längs L^ den 
Werth bat , längs L^ mit 1 + u^ übereinstimmt , und für welche 
JUg = ist. Im Inneren von T, ist %— m, beständig kleiner als q, 
und längs L, kleijier als g^. 

Hiemiif denke man sich wieder die Werthe von u^ längs der 
Linie L, festgehalten und für das Gebiet T^ eine Function m, be- 
stimmt, welche längs L, mit Mg übereinstimmt, und für welche 
^Mj = ist. Dann ist «,— «^ im Inneren von T^ sieher kleiner als 
q\, da längs L, u^—u^ = «„— m, ist. 

Sodann denke man sich die Werthe von w, längs L.^ bestimmt 
und für den Bereich T, eine Function «s^ aufgesucht, welche längs 
Lg den Werth 0, längs L^ den Werth 1 + m, hat, und für welche 
^«5 = ist. 

Auf diese Weise denke man sieh das alternii'cnde Verfahren bis 
ins Unendliche fortgesetzt, 

Aehnlich wie in no. 12 ergibt sich, dass die für das Innere von 
T, erklärten Functionen u^, u^, u^, . . . und die für das Innere von 
Tj erklärten Functionen m,, k^, ... mit wachsendem Index sich zwei 
bestimmten örenzfunctionen u' und u" nahem, für welche ebenfalls 
^m' und ^u" gleich ist. 

Die Function u' hat längs L^ den Wei-th und stimmt längs L^ mit 
u" übereiu, längs L^ hingegen hat die Differenz u'—u" den Werth 1. 

Bezeichnet nun r den Abstand eines Punktes der Kreisfläche S^ 
von deren Mittelpixiikte , so hat die Function —log»' längs L^ den 
Werth 0, längs L, den Werth 1 und genügt für das Innere von T^, 
mit Ausnahme des Punktes P„, wo dieselbe logarithmisch unendlich 
wird , der partiellen Differentialgleichung ^u = 0. Es stimmen 
demnach die beiden Functionen u' und ti"— logr sowohl längs L^, 
als auch längs L.^ mit einander überein, folglich auch für jeden in- 
neren Punkt des Gebietes T", und es ist daher u"-~ logr die analy- 
tische Fortsetzung der Function n'. 

Setzt man mm u = —u' für die Punkte im Inneren von 2\ und 
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([ = —ti"-\.logr für die Punkte im Inneren von T^, so ist die Func- 
tion u für das Innere des Bereiches T eindeutig erklärt, hat längs 
der Begrenzung Z„ desselben den Werth und wird für einen ein- 
zigen Punkt J*„ im Inneren des Gf-ebietea logarithmisch nnendlicli. 

Man ziehe nun vom Punkte P„ nach einem Punkte von L^ eine 
einfache Linie L, durch welche der Bereich T in einen ebenfalls 
einfach zusammenhängenden Bereich 2" übergeht. 

Für das Innere dieses Bereiches T' lässt sich eine Function v 
eindeutig so erklären, dass u + vi eine Function eomplexen Argu- 
mentes ist, und zwar ist der Werth dieser Function eindeutig be- 
stimmt, sobald der Werth des imaginären Theiles für irgend einen 
vom Punkte P^ verschiedenen Punkt vorgeschrieben wird. 

Beim Ueb er schreiten der Schnittlinie L ändert sieh der Werth 
dieser Function sprungweise um eine längs dieser Linie eonstante 
Grösse, und zwar, wie sich aus der Betrachtung der Kreisfläche S^ 
ergibt, um — 2n:i beim Uehergange von der negativen Seite auf die 
positive Seite von L. 

Durch Vermitteiting der Function 

i = i + vi = e"+"^ 

wird der einfach zusammenhängende Bereich 2' auf die Fläche S eines 
in der Ebene der eomplexen ö-rösse g um den Punkt § = mit dem 
Radius 1 beschriebenen Kreises conform abgebildet , so dass dem 
Punkte Fg der Mitteipunlrt, der Beg]:enzungslinie L„ die Peripherie 
des Kreises entspricht. 

Vermöge der in der Function v noch verfügbaren additiven Con- 
stante kann bewirkt werden, dass bei dieser Abbildung ein beliebig 
vorgeschriebener Punkt von L„ einem vorgeschriebenen Punkte der 
Kreisperipherie entspreche. 

Ist So = pe'' irgend ein Pimkt im Inneren dieser Kreifläcke, so 
vermittelt die Function 

eine solche Abbildung des Bereiches T auf einen Kreis mit dem 
Radius 1, bei welcher dem, dem Punkte g^ entsprechenden Punkte von 
T der Mittelpunkt des Kreises entspricht. Hiermit ist, wie ich 
glaube, ein sirenger Beweis des im Art. 21 dei' Rie mann sehen 
Dissertation ausgesprochenen Lehrsatzes geführt. 
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Zugleich ist Jiiermifc ein Beweis erbracht für die Möglichkeit der 
ConstanteiihestimmitDg in den, in der Einleitnng zu dieser Mitthei- 
hing erwähnten Formeln, durch welche die eonfonne Abbildung der 
Fläche eines ebenen, von geradlinigen Strecken oder Kreisbogen be- 
grenzten, einfach zusarameBhängenden Polygones auf die Fläche einer 
Halbebene, beziehungsweise eines Kreises, vermittelt wird. 

(Vergl. „Ueber einige Abbildnngaaufgaben", Borchardt's Jonnial 
Bd. 70, S. 114 und 117.)*) 

Mit dem Beweise dieses Satzes ist zugleich die Grundlage für 
ein Beweisverfahren gesichert, durch welches dargethan wird, dass 
es stets möglich ist, die Fläche einer einfach zusammenhängenden, 
die Ebene nur einfach bedeckenden , von einer überall convexen 
Linie begrenzten Figur conform auf die Fläche eines Kreises abzu- 
bilden, ohne dass liierbei die Voraiissetziuig gemacht wird, dass die 
Begrenzungslinie aus einer endliehen Anzalil von Stücken analyti- 
scher Linien bestehe , oder dass dieselbe stetig gekrümmt sei. Hin- 
sichtlich dieses Beweisverfalirens erlaube ich mir, auf eine Abhand- 
lung „Zur Theorie der Abbildung" Bezug zu nehmen, welche das 
Programm der polytechnischen Sclinlc in Züi'ich fiir das Schuljahr 
1869-70 begleitet.**) 

Durch den Beweis des angefüijrten Satzes ist auch der Fall je- 
des einfach zusammenhängenden Bereiches hinsichtlich des Nachweises 
der Erfüllbarkeit von vorgescliriebenen Unstetigkeitsbedingungen auf 
den im Eingange dieser no. betrachteten Fall zurückf ührbar , indem 
hierbei den die Unstetigkeiten definirenden Functionen q){3;ß) ähnlich 
gebildete Functionen ^{i;t,a) entsprechen, welche jedoch im Allgemei- 
nen nicht dieselben Coefficienten besitzen. 

17. Dem von Riemann ausgesprochenen Satze, dass es stets 
möglich sei, einen einfach zusammenhängenden Bereich zusammen- 
hängend und in den kleinsten Theilen ähnlich auf die Fläche eines 
Kreises abzubilden, kann der folgende Satz zur Seite gestellt werden : 
Es ist stets möglich , einen einfach zusammenhängenden und g e- 
schlossenen Bereich zusammenhängend und in den kleinsten 
Theilen ähnlich auf die Fläche einer Kugel abzubilden und zwar 
nur auf eine Weise so, dass drei beliebig vorgeschriebenen Punkten 
jenes Bereiches di-ei ebenfalls vorgeschriebene Punkte der Kugelfläche 
entsprechen. 

*) Siehe S. 76 und 7!» dieses Bandes. 
**) Siehe S. 108 dieses Bandes. 
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Dieser Satz soll iiei' für den Fall einer von ebenen oder von 
spbäriaclien Flächen gebildeten Polyederoberfläche bewiesen werden. 

Zn diesem Zwecke reicht es hin, zu zeigen, dass es für einen 
solchen Bereich eine Function complexen Argumentes gibt, welche 
für einen Pnnkt des Bereiches von der ersten Ordnung unendlich 
gToss wird, fiir alle übrigen Punkte des Bereiches jedocli endlich, 
stetig lind eindentig ist. 

Es wird zunächst der reelle Theil einer solchen Function be- 
stimmt. 

Man constmire, wie in dem unter no. 16 betrachteten Falle, zwei 
Linien i, und L^ und bezeichne die hierdurch entstehenden Grebiete, 
wie in no.l6, mit jf,, T^, T*, mit dem Unterschiede, dass hier die 
Eegrcuznngsiinie i^ wegfällt, und dass das Grcbict T, einfach zusam- 
menhängend und nur von der Linie L^ begrenzt ist. 

In der Kreisfläche S, sei s' = re''^. Dem Punkte .e' = ent- 
spreche der Punkt J*„. An die Stelle der Function —logr in no.l6 
tritt hier die Function r"'coag?, der reelle Theil von £•'"'. Es möge r^ 
so kloin angenommen werden, dass 5, = - — ^ angebbar kleiner als 

1 ist; (z.B. r, = J»-,.) — 

Zur Vereinfachung des Folgenden dient ein Hülfssatz, der vorher 
bewiesen werden soll, (Die Argiimente *■, cp bezeichnen Polarooor- 
dinaten.) 

Längs Lj werde irgend eine analytische Werthereihe V{i\^tp) 
angenommen und fiir den Bereich T^ (vergl. no. 14) die Function ü 
bestimmt, fiir welche ^XJ =^ ist, und welche längs L^ mit V{r,,tp) 
übereinstimmt. Es wird behaiiptet, dass die über den Kreis mit dem 
Radius »■ = »-^ und über den Kreis mit dem Radius r = »\ erstreck- 
ten Integrale 



U{i\,(p)ä(p und ) U{;i\.if)dfp 



gleichen Werth haben. 

Beweis. Für jeden Kreis mit dem lladins r. n^'"^}',, ist der 

Werth des Integrales / -3— äs, wo -3— die bekannte Bedeutung hat, 

gleich 0, weü die Kreislinie, über welche die Integration erstreckt 

wird, im Inneren des einfach zusammenhängenden Bereiches T, liegt, 

und weil JU === ist. 

TT ■ . SV -, ^V -, , 

JNun ist g—ft.* = »"■g^r«?'! ftlso ist auch 
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'ff s. - 0. 

Durch Moltiplication mit — und Integration zwischen den Grrenxen 
r = r^ micl »• = )■, ergibt sich dann 

f n(r„v)d^ «l" U(r„,p)dv, 

wie oben behauptet wurde. — 

Für den Bereich 2", bestimme man eine rnnction tt,, welclie lüiigs 
L, mit r~'eos(p übereinstimmt, und für welche ^u, = ist. Dann 



ist 



/ u^{r^,^)d^ == 0, also ist auch / u^(r,,<p 



■ = 0. 



Die Function m, ist nirgends grösser als r~'. 

Für den Bereich T^ bestimme man eine Function !(, , welche längs 
L mit u^(}\, ip)—r~'c,o^cp übereinstimmt, und für welche z/m^ ^ 
ist. Es ist 



f\{r„<p)d<p^fu,(r,, 



: 0. 



Wenn nun r,' +r,' = g gesetzt wird, so ist ii^ beständig kleiner als 
(/, längs des Kreises r = r^ aber Ideiner als 2g — oder Meiner 

als gq,, wo g, <: 1, wie sich aus der in no. 1 angegebenen Formel 
und aus der über )\ gemachten Annahme ergibt. 

Hierauf bestimme man für da.s G-ebiet T, eine Function «3 , welche 
längs ij mit u^ + r^'cos ip übereinstimmt, und für welche z/«^ = 
ist. Daim ist «„— w, überall kleiner als gq,, auch ist 



/•" 



{r^,<p)d^ = 0. 



Nun bestimme man für das Gebiet 1\ eine Function u^, welche 
längs L, mit u^—rj'cos(p übereinstimmt, und iiir welche z/«^ = ist. 

Der absolute Betrag von «,— «3 ist beständig kleiner als gq^ 
und längs L, Meiner als gq\. 

Sodann be.stimme man für das G-ebiet T, eine Function «5 , welche 
längs ig mit u^ + r~'mBrp übereinstimmt u. s.w. 

Die für den Bereich T^ erklärten Functionen w, , «,, ti^ ... und 
die für den Bereich T, erklärten Functionen ti^, u,, ... nähern sich 
mit wachsendem Index zwei bestimmten Gfrenzfunctionen u' und «", 
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für welclie ^u' untl ^u" gleich ist, imd für welche cIir DifFereiif, 

längs L, gleich r^'cos (p. 
längs i, gleich r~'cosg) ist. 

Es stimmt daher die Function u' mit der Function «("+ j-~'co9q) 
sowohl längs L^, als längs Xj, also auch für das Innere von T* 
üherein, und es ist mithin u" -\-r''^cos<p die analytische Fortsetzung 
der Function u'. 

Setzt man ntrn ti = u' für das Innere von T^, und 

M = M"+r"'cos9[i 

für das Innere von T^, so ist diese Function ti für das Innere des 
geschlossenen Bereiches T eindeutig erklärt, und wird für den Punkt 
P„ unendlich gross wie /■"' cos rp. 

Wird nun zu der Fiuictioii u der imaginäre Thcil vi bestimmt, 
so dass u-}-vi eine Function complexen Argumentes ist, so ist v, mit 
Ausnahme des Punktes P^, für den ganzen Bereich T his auf eine 
additive Coiistante eindeutig erklärt, und es vermittelt die Function 
u-\-in eine conforme Abbildung des einfach zusammenhängenden, ge- 
schlossenen Bereiches T auf eine ganze Ebene, wobei dem Punkte P„ 
der luiendlich ferne Punkt der Ebene entspricht. 

Durcli Verwandlung mittelst reciproker Radii vectores kann diese 
Ebene und mittelbar der Bereich T auf eine Kugelfläche conform ab- 
gebildet werden. 

Mit diesem Beweise ist zugleich die Möglichkeit der Constanten- 
bestimmtmg in dem Integralausdrucke, durch dessen Vermittelung 
eine Kugelfläche auf eine von ebenen Flächen gebildete Polyeder- 
oberfläche conform abgebildet wird, bewiesen. (Vergl. Borchardt's 
Journal Ed. 70, S.119, 121-136.)*) 

18. Durch ein analoges Verfahren kann man zeigen, dass es 
möglich ist, auch für einen geschlossenen Bereich die partielle Diffe- 
rentialgleichung zJti = so zu integTiren, dass die Function u in ge- 
gebeiien Punkten des Bereiches vorgeschriebene Unstetigkoitcn der 
unter no. 15 angegebenen ersten Art annimmt. Hierzu ist aber noth- 
wendig, dass die über alle Unstetigkeitspunkte ausgedehnte Summe 
S{A-^Bi) den Werth habe. 

*) Siehe S.82, 84-101 dieses Bandes. 
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Zur Integration der partiellen Diftereiitialgleichuag Ju = 0. 1^71 

In ähnlioLer "Weise läsat sieh die Untersnchnng für die zweite 
der unter ao, 16 angegebenen Arten von L^n Stetigkeitsbedingungen 
durekfütren, Die nähere Auafühning darf hier wohl unterbleiben, da 
Am Anwendung wesentlich anderer Hülfamittel, als der im Vorberge- 
Lendea angegebenen, hierzu nicht erfordert wird, 

Es ist also das Dirichletsche Pi-incip durch eine, wie ich 
glaube, strenge Beweismethode ersetzbar, welche für die' Theoi-ie der 
Abelseben Integrale dasselbe leistet, was ßieraann mit Hülfe die- 
ses Principes hergeleitet hat. 
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Mittheilung über diejenigen Fälle, in welchen die 

Gaussisohe hypergeometrisohe "Reihe F{a,ß,y,x) 

eine algebraische Function ihres vierten 

Elementes darstellt. 



74-77. -insingaTis eil 
gehall«neii Toitrage. 

Die Aufgabe, zu uiitersuclieii, ob eine {gewöhniiche) algebraische 
Differeiitialgleicbung ein particviläres algebraisches Integral besitze, 
und, wenn dies der Fall ist, alle particuläreii algebraischen Integrale 
derselben zu finden, gehört noch heute zu den schwierigsten Aufga- 
ben der Analysis. "Wie es scheint, rauss diese Aufgabe bei dem ge- 
genwärtigen Stande der "Wissenschaft in jedem einzelnen Falle mit 
Hülfe solcher Methoden angegriffen werden, welche dem betrachteten 
besonderen Falle eigenthümlich sind. 

Für die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung, welcher 
die G-aussIsehe hypergeometrisohe Reihe F{a,ß,y,x), als Fmiction 
ihres vierten Elementes x betrachtet, genügt, füln't folgende Gredan- 
kenverbindung zu einer vollständigen Lösung der angegebenen Aufgabe. 

Das allgemeine Integral der erwähnten Differentialgleichung kann, 
wie leicht zu zeigen ist, nur dann eine algebraische Fiinction der 
unabhängigen Variablen x sein, wenn die drei ersten Elemente a, ß 
und y reelle und zwar rationale Zahlen sind. Betrachtet man unter 
der Voraussetzung, dasa diese Bedingung erfüllt ist, ausser dem all- 
gemeinen Integ-rale der Differentialgleichung noch den Quotienten 
zweier linear imabhängigen particnlären Integrale derselben, so steht 
dieser letztere zu dem allgemeinen Integrale in einer solchen Bezie- 
hung, dass entweder beide zugleich algebraische Functionen des Ar- 
gumentes X sind, oder keine von beiden Functionen algebraisch von 
der Grösse x i 
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Die miabliEßgige Variable x lat eine unbeackräntt veränderliche 
Grrösse , welche alle reellen und eomplexea Werthc annehmen kann. 
Denkt man sich nun die Ebene, deren Punkte die Werthe der com- 
plexen Grrösse x geometrisch darstellen, durch die Axe des Reellen 
in zwei Halbebenen getheilt, und betrachtet man die eonforme 
Abbildung, welche durch einen Zweig s des erwähnten Quotien- 
ten als Function des complexen Argumentes x vermittelt wird, so 
entspricht jeder der beiden Halbebenen in derjenigen Ebene , deren 
Punkte die Werthe der complexen Grösse s geometrisch darstellen, 
ein, allgemein zu reden, von drei Kreisbogen begrenztes Gebiet, 
welches demnach ein Kreisbogendreieck genannt werden kann. 
(Vergl. Borchardt's Journal, Bd. 70, S.117,)*) 

Bei der analytischen Fortsetzung des betrachteten Zweiges s 
entstehen auf diese "Weise in der Ebene der complexen Grösse s, all- 
gemein zu reden, imendlich viele Kreisbogendreiecke, und zwar haben 
von denselben je zwei benachbarte eine Seite gemeinsam, Ist diese 
Seite im speoiellen Falle geradlinig, so sind die beiden Kreisbo- 
gendreiecke zwei zu einander im gewöhnlichen Sinne, d.h. in Bezug 
auf eine gerade Linie symmetrische Figuren, Erfolgt hingegen 
der Anschluss zweier benachbarten Kreisbogendreiecke so , dass die 
gemeinsame Seite ein Kreisbogen ist — nud dies ist der allge- 
meine Fall, — ao tritt an die Stelle der gewöhnlichen Symmetrie 
die Mö bin s sehe Kreisverwandtschaft, und zwar ist der Kreis, wel- 
chem jene gemeinsame Seite angehört, Directrix dieser Verwandt- 
schaft. Diese Beziehung darf wohl Symmetrie in Bezug auf 
eine Kreislinie genannt werden.**) 

Durch diese Betraehtnngen ist die zu lösende, ursprünglich der 
Frmctionentheorie angehörende Aufgabe auf folgende geometrische 
zurückgeführt: Alle Kreisbogendreiecke zu finden, welche bei ihrer 
Vervielfältigung nach dem Symmetriegesetze nur zu einer endlichen 
Anzahl von der Lage und der Gestalt nach verschiedenen Kreisbo- 
gendreiecken Anlas a geben. 

Durch geometrische Betrachtungen findet man nun, dass die An- 
zahl der von einander verschiedenen symmetrischen "Wiederholungen 
eines Kreisbogendreieckes mir dann eine endliche sein kann , wenn 
es möglich ist, dieses Kreisbogendreieck mittelst stcreograpbischer 

") Siehe S. 80 dieses Bandes, 

"■") Sicht! S. 151 dieses Bandes. 
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174 2ur Theorib der Gauasischcu liypergeometriGchM Reue. 

Pi'üjeütiün conform so ai\f eine Kugelfläche zu übertragen, dasB dem- 
selben ein sphärisches Dreieck entspricht. Da nun für ein 
sphärisches Dreieck sämmtJIche entsprechenden Wiederholungen ent- 
weder symmetrische Figuren im engeren Sinne , oder congruente Fi- 
guren sind, so ist hierdurch die Frage auf folgende rein geometrische 
Aufgabe zurückgeführt : 

„Ein Körper besitzt nur eine endliche Anzahl von einander ver- 
schiedener Symmetrie-Ebenen; alle unter dieser Voraussetzung mög- 
lichen, von einander verschiedenen Lagen derselben zu finden." 

Diese bereits von Steiner gelöste Aufgabe führt entweder auf 
ehi von n Ebenen mit gemeinschaftlicher Axe gebildetes Büschel , in 
welchem jede Ebene mit der folgenden den Winkel -^ einschliesst, 
und auf eine die Ebenen dieses Büschels orthogonal schneidende Ebene, 
oder 8M.t die Symmetrie-Ebenen der regulären Polyeder. 

Dies ist. der Zusammenhang der Frage; „Wann ist das allge- 
meine Integral der Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe 
F(ci,ß,'i',x) eine algebraische Function des Argumentes x?" mit 
der Theorie der regulären Polyeder. 

Von dem Falle , in welchem nicht das allgemeine , sondern nur 
ein particuläres Integral jener Differentialgleichung eine algebraische 
Function des Argumentes x ist, — ■ einem Falle, der sich leichter erle- 
digen lasst, ~ kann hier abgesehen werden. 
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Zur Integration der partiellen Differential- 
a^leieliuna' ^ + ?[ = o. 



a. 113-128, sueiBt verSlfBntliclite AliliBBaiiuig.] 

Im vierten Hefte des 73, Bandes dieses Journals hat Herr Prym 
in einer Abhandhing ,.Znr Integration der Differentialglcictung 

S. 340 bis 364 auf einen im löten Jaiivgange der Vierteljalirsschrift 
der Natnrforacbenden Gresellscbaft in Zürich (S. 113 bis 128) veröf- 
fentlicliten Aufsatz Bezug genommen, durch dessen Abdruck an die- 
ser Stelle einigen Lesern des Journals vielleicht ein Dienst geleistet 
wird. Bei dieser Grcicgenheit sind zu dem erwähnten Aiifsatze einige 
Anmerkungen hinzugefügt worden , welche hauptsächlich die Bezie- 
hungen zu anderen Bearbeitungen desselben Gegenstandes oder nahe 
verwandter (rebiete betreffen. Eine Fortsetzung und theilweise Er- 
weiterung der in jenem Aufsatze enthaltenen Untersuchungen bildet 
den übrigen Inhalt der vorliegenden Mittheilung. 

Ueber die Integration der partiellen Differentialgleichung 
dx dy 

für die Fläche eines Kreises. 

In seiner Inauguraldissertation (Art. 18, 19, 21) und in seiner 
Abhandlung über die Theorie der Ab eischen Functionen (d. Journ. 
Bd. 54, S. 112, 114) hat Riemann einige die Integration der par- 
tiellen D ifFc rentialgle i chun g 
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17Ö 2iu' Jütegratioii dur partielleu Diffei'BntialßluicIiung Ja --^ 0. 

üx' dt/' 

fiir ein gegebenes Gebiet T unter vorgesebriebenen Grenz- und Un- 
stetigkeitsbedingungen betreffende allgemeine Lehrsätze ausgespro- 
eben, für welche meines Wissens ein strenger Beweis gegenwärtig 
noch nicht bekannt ist. 

Auch für den einfachen und wichtigen SpeciaKall, in welchem 
das gegebene Gebiet eine schlichte Kreisfläche ist , k'önnen die bis- 
herigen Untersuchungen , soweit meine Kenntniss derselben reicht, 
nicht als vollständig angesehen werden. 

Wenn der Werth der gesuchten Function h für jeden Punkt der 
Begrenzung des Gebietes vorgeschrieben ist, und diese längs der 
Begrenzung vorgeschriebene Werthereihe ausser der Bedingung, stetig 
zu sein , keiner anderen Beschränkung imterworfen wird , so ist die 
Annahme nicht zulässig, dass die gesuchte Function u längs der Be- 
grenzung endliche partielle Ableitungen -j—, -j—, beziehungsweise -^ 
besitze , da unter den gemachten Voraussetzungen par- 
tielle Ableitungen der Function « längs des Randes im 
Allgemeinen überhaupt nicht existiren. Auf diesen Um- 
stand, auf den vor mehreren Jahren Herr Weierstrass in seinen 
Vorlesungen aufmerksam gemacht hat, ist, soviel ich weiss, bisher 
nicht Rücksicht genommen worden. 

Im Nachfolgenden beschränke ich mich anf die Betrachtung des 
Falles, in welchem das Gebiet der unabhängigen Variablen x und ?/ 
eine die Ebene einfach bedeckende Kreisfläche Sist, jedoch mit Aus- 
schliessung von Stetigkeitstinterbrecbungen und unendlich grossen Wer- 
then in der für die Function u längs der Begrenzung der Fläche S 
vorgeschriebenen Werthereihe. 

§ 1- 

In der Ebene Ä, dei'en Punkte die complexe Grösse 

^ x-i-yi = re'"' 

geometrisch darstellen, sei ein ganz im Endlichen liegender, die Ebene 
allenthalben mir einfach bedeckender Bereich T gegeben, dessen Be- 
grenzung von einer endlichen Anzahl von Stücken analytischer Linien 
gebildet wird. 

Für den Bereich 1! sei eine (reelle) Function n der beiden re- 
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eilen imabhängigen Viii-iableii x, y erklärt und zwar als eine emlliehe, 
stetige und eindeutige Function derselben für alle Pimlite im luneren 
und auf der Begrenzung von T. 

Es wird vorausgesetzt, dass die partiellen Ableitungen 

du du ö'w d^u 

existiren , eudliclie , stetige und eindeutige Functionen von x und y 
sind und die Gleicliuiig 

_ ^ji_,^ jj 

erfüllen. 

Jedocli werden diese, die Ableitungen betreffenden Voraussetzungen 
entweder 

I. nur für alle inneren Punkte des Grebietes T, 
oder 

II. auch für alle Punkte der Begrenzimg von T einscliliess» 
lieb gestellt. 

Hiernach sollen die für ti und fui die Ableitungen von u gestell- 
ten Voraussetzungen im Folgenden als Eeding-ungen I" und „Bedin- 
gungen II" von einander untej icbieden werden. *) 



") Herr Carl Neumaun fordeit m zwei AlihanclUmgen ; „Revision einiger all- 
gemeineE Sätze aus der Theorie desLogititlma 1 euPotenfile", Mathematische Anna- 
len von CJehsch und Henmann, Bd S, ^ 25--o4n nl „Zur Theorie des Loga- 
ritbmiacheu und des N e w t o w sclieu Potent lies Zwc te M ttheilimg", Berichte der 
Königlieh Sächsischen Geseüartuft det Wis^ei seh iftcD math jhjs Classe, October 1870, 
S. 264—321 aussei den m fe 1 angegebenen Bed u^ uge a gleichm aasige" Stetig- 
keit und setzt h die Existenz der ibleilun^ fl~fl~ *' ^"^ Inneie dea betiachteten 
Gebietes voraus Hieizu lat Folgendes /u lemerken 

a. Mit Recht bat Heir Heiue daianf anfraeiksam gemacht (dieses Joui'nal, 
Bd. 71 S 861) dass bu dei Eiklaiiing dPi Stetigkeit eiiiei Function zweier oder 
mehrerei Argumente sniolaltig zu Werke gegangen weideu muss wenn diese Erklärung 
analytisch biaiichbir sem soll lusbefeDudoio eiweiat aich folgende Definition „Eine 
Function zneici Aigumente isL eine sletige Fimctiou derselben wenn d ese Function 
innerhalb des inBetiacbt kommenden Gebietes für jeden Weith des eisten Aiguments 
eine stetige Function des zweiten und gleichzeitig tur leden Weitli des /hielten Ar- 
guments eine stetige Function des eisten ist" lu ilen meisten FiUen als unzurei- 
chend, wenn es sich darum hai delt aus deiselbeu Schlüsse zu ziehen Diese Er- 
klärung iSt daher als unbi d,ui.hb3 r zu M,rwerten, ganz abgesehen davon daäs die- 
selbe, wie Herr Thomae bemerkt hat, auch solche Functionen umfasst, welche ge- 

ScliBH'/,. üusammolt.1 AblinTiillmiKoit. IL 12 
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a Hmd u und n' /\\n im (Vii'-pUku J3m,n,h 1 (Un EiLlmgnn^eii 
II ('S den lüiheigebenden Paiagiaplien) ftenugpnde Fanctionm so 



wohnlich unstetig genannt weiden, wie ? B die Euiiction - 



Punkt v — <\ >/ — m seinem Inneien enthaltenden Gebiete Veigl die =>chnft des 
Heirn Thomne „Abriss einei Theorie dei complexen Functionen und det Theta 
functionen einei Vera ndei liehen" Halle 1870, S 13—16 — Bei Beginn meiner ma- 
thematischen Stuilien habe ich folgende ErLlftiung dei Stetigkeit einei Function zweiei 
Argumente kennen gelernt, die icli auch jetzt noch für ilie richtige halte ,Eine 
Function /"(«,»/) ist in dei Umgebung des Weithepiaies c,, !/„ eine stetige Function 
ihier beiden (stetig veränderlichen) leellen Aigumente, wenn es nach Annahme einer 
von veiachiedenen, sonst hinsichtlich ihiei Kleinheit keiner Beachtankung nntei- 
woifenen positiven Grosse s stets möglich ist, in dei Umgehung des Werthepaaies 
%! i/o eilen nach zwei Dimensionen ausgedehnten Bereich abzugrenzen, so dass für 
alle, zugleich dem uispiung liehen BereiLhe dei Vaiiablen, fui den die Function 
erkläit ist, und dem abgegienzten Bcitiohe in^ehurpnden Wcrthepaare ^^,^^h »/(,+A 
die Differenz /(r„+A, yo+k) — f(i„,y„) dem absoluten Betrage nach Meiner als * ist 
Hierbei ist die Gestalt jenes abgegienzten Beieiehes im Allgemeinen Leinen Be 
Bchrtlnkungen unterworfen. Genügt eine Function dieser Bedingung für alle dem 
Inneren und fiir alle der Begrenzung eines gegebenen Bereiches der unabhängigen 
Variiblen angehürenden "Werthepaare x ]/„ so ist die betrachtete Function für die- 
sen Bere ch ene stet ge F et on h er Arg mente Es s he t m r le n Bei t 
n s z legen v 1 eser Erkhr g abzugel e da m t H Ife e ne on Bolz^ 
ersonne en 1 vo Her n We erstrtss ve e entiv ekelten '^chlussnese ohne 
Sehw e gke t le Nachwe s gei h t we den kin dass ede F net o wel he n 
ob ge Sil e t e c gegebe e Be ch e ne stet go Fu et o e Ä gumen e af 
f r de seil e Be e ch a ch lern =i ne des Herr He e gle cl niss g stet g at 
Dl aucl las ümgekehrle atat fi le so decl e sc! 1 e be len Beg fle vol kom ne 
A i 1er an leren Se te erwacl st ■iber ans der Beme 1 uug de Herr He ne le 

: welche nsbeso le e be e nen Ei stp zbewe se n cht nei 
we n 1 e '^tet gke e er analjt ac! daigestelUe Tu cl o 
I 1 rcl le Beve ie Stet gkeit der Functon gei a 
i la gethan we le we cl em d e Defin on lei Stet gkeit 

:1 gen o a agesetzt Verden nu b m i aljtsch bianchbai 
1 g labe h ^5 n §8 nd >, 11 zu entsi rechen ges cl t 
6 D e Vorausaetz ng det Ex sfe z le pa t eile Ahle i g -^-3— sei e t n n 
I tl g 7 se la d e En 11 chke t Stet „ke t IE le t gl e t d eser Able g f 
Ivi Innere des betrachtete Geh etee — man sehe § 2 1 la § j les Textes be e ta 
e ne thwenl ge Folge le br t,e Vera s-^e z ngen at Es mag beme 1 1 we den 
dass Gege the 1 d e n ^ 1 h s i t eh 1er zwe te Able t ngen -^ 
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Zur Integration der partiellen Differentialgleiclumg du = 0. J79 

liaben die lieiden Integrale 

/(.^„•-,/^..),lT„n<l-/(.,f-„'|t)*, 

von denen das erste über den Bereicli T selbst, das zweite über alle 
Begreuzuügslinien desselben zu erstrecken ist , den "Werth ; das 
erate, weil z/m und z/m' beständig gleich sind, das zweite, weil 
es durch theilweise Integratiou aus dem ersten erhalten werden kann. 
{Green: „An Essay on tke Application o£ mathematical Analysis 
to tke theories of Electricity and Magnetism." Dieses Journal, Bd. 44, 
S. 360; Riemann's Inaug.-Diss., Art. 7 bis 10.)*)' 

6. Setzt man n' = 1 aho --r— := so ergibt sich der Hatz- 
Das über ille Eegi enzung^mien eines Beieiehe'^ T im welrheH di« 



da die in § 2 aa^efltliiten "sitzt •lud ilwi uoih umeiandeit treltPti nenn ui emzel 
nen Punkten o'ler längs einzelner Linien lon dei FndPHna; dei E-wtei ? ?;ieitei 
Ableitnugen abgesehen oilei die Erliillung dir bleichuig ju = migewi&i gclassLn 
wird. Vergi die Formulirung der Bedingungen f«i den im Ait 10 dei luaiiguial- 
dissertation Riemana s bewiesenen Lehrsatz 

*) Am angeführten Orte stellt Green dieselben Bedmgmigen , wekhe in Sq I da 
Bedingungen II bezeichnet wotden sind Eine aniloge Voraussetzung findet statt bei 
dem Beweise, den Gauss fui den &ata 

/-f---/[(©'Hf)V(4?)-]«' 

gibt. (Werke, Bd. V, S. 236.) Derselben Einschränkung sind aber auch die Beweise 
zu unterwerfen, welche Herr Durfege in der Schrift: „Elemente der Theorie der 
Functionen einer coraplesen veränderlichen Grösse", Leipzig, 1864, 8. 203 und Heri' 
Carl Heuniann in der Schrift Das Diricl letbfhe Pnncip Leiizig 1S65 S 
gegeben haben, da dieselben nur Uebeitiagungen des Gaussischeu Beweises auf den 
Fall zweier unabhängigen Variablen sind 

Auf der anderen Seite findet mtn m dem Aufsitze d€S Heim Betti „bopia !e 
funzioni aferiche", Annali di Mitematica II" seiie tnmo l" p 81— b7 und in dem 
jenigen desHerrnDini: „Sopia le funzioni di uua vaiiabile compleasa'' ebendaselbst 
tomo IV", p. 159—174, die Untersuchung \ui den Tall bcschiänkt n welchem die 
Erfüllung der Bedingungen H gefordert wird Ilieibei zeigt sich jedich eine anlere 
Unzuträglichkeit, da die in den Eodtoxmein aufttetende he gegebenen ßandweithe 
darstellende, sogenannte willkiirlicl e Function keineswegs wiHkiihch gewählt werden 
darf, wenn die Bedingung endlicher Difleientialioefhcienten einschliesslich des Bandes 
gestellt wird. Welchen beschrankenden Yoi aus Setzungen abei diese luncttou aussei 
der Bedingung stetig zu sein in diesem Falle zu i ntcrwerten ist geht v. ic mu s heiot 
aus Jenen Uutorsuohimgen nid t li noi 
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i"iiiiotio]i «i den Betlingiingeu li genügt, zu erstreckende Integral 



S 3, 

Eine Function u genüge für die Fläche S des mit dem Radius 1 
um den Punkt ä = beschriebenen Kreises den Bedingungen I. 

Man setze u' = logr. (Riemann's Dissertation Art. 10.) Die 
Curven constanter "Werthe von u' sind concentrische Kreise , deren 
Mittelpunkt der Punkt ^ = ist. Sind .B, und iJg zwei specielle, 
zwischen und 1 liegende Werthe von r, mit der Bedingtiiig 
0<cR^<: E,<il, so genügen die Functionen u und u' für das von 
den beiden Kreisen mit dem Mittelpunkte = und den Radien E, 
und -fi, begrenzte Ringgebiet T den Bedingungen II , und es sind 
daher die Voraussetzungen des Satzes § 2, o erfüllt. 

Das über die ganze Begrenzung von T erstreckte Integral 



f/ du' ' ^"^ j 
J V öp dp) 



hat demnach den Werth 0. Es ist zu zeigen , dass jedes der über 
die ganze Begrenzung von T erstreckten Integrale 



/"-¥* ""=' /"■ 



dp 



für sich den Werth hat. 

Längs des Kreises mit dem Radius Jfj hat «' den constantcn 
Werth log R, und längs des Kreises mit dem Radius E^ den cou- 
stanten Werth log JfJ,. Es ist also 

Cr = All fr = Ä3) 

Wendet man den Satz § 2, 6 auf die Fläche des Kreises mit dem 
Radius JR, und auf das Ringgebiet T au, so erhält mau 

J dp ' J dp J dp 

foiglicii ist auch 



/ 
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Zur lutegi'iitioii der psivtielleii DiffereutialgleicLuug Ju = 0. 181 

Daher hat das Integral / u'-^ds und also auch das Integral / u-^-ds 

den Werth 0, wenn beide Integrale über die ganze Begrenzung von 

T erstreckt werden. 

Es ergibt sich für r = It., -t.— = —tt niid füi' r = E,, —— = --. 
^ " dj} It^ " dp B^ 

Setzt man daher für ds seinen Werth M,d<p, beziehiieh E^dip nnd be- 
zeichnet den Werth der ^Function u in dem Punkte s = re'"' mit 
ti{r,fp), so erhält man aus der G-leichung lii-^ds = die folgende 



r'\i{li,,(p)ätp ^ f '\i{R,,. 



In dieser Gleichung sind B^ und R, zwei von einander unab- 
hängige veränderliche Grrössen, welche alle Werthe zwischen und 1 
annehmen können , wobei jedocli die "Werthe nnd 1 zunächst noch 
ausgeschlossen sind. Nun folgt aber aus der Voraussetzung, dass die 
Tunction u eine stetige Function der Variablen x und «/, also auch der 
Variablen r nnd ip ist, dass der Werth des IntegTals / ti(r,^)dp 

für alle Werthe von r zwischen und 1 , einschliesslich der Werthe 
und 1 , sich mit dem Werthe von *■ nicht anders als stetig ändern 
Itann. Aus diesem Grunde bleibt die obige Grleichung auch dann nocli 
bestehen , wenn R^ = und R, = 1 gesetzt wird , obgleich bei der 
Herleitnng derselben zunächst vorausgesetzt wurde , dass B, und B^ 
von und 1 verschieden seien. Für den Wertli R^^O geht das Integral 
auf der linken Seite in 23j;m(0) über, wenn mit m(O) der Werth von 
u im Punkte s = bezeichnet wird. Es besteht daher die Grleichung 

»(0) = i- /""«(1,9>)#- 



-Äf 



§4. 

Bei zweckmässig geänderter Bestimraving der Function «(' führt 
die im vorhergehenden Paragraphen entwickelte SchhiSBweise, welche 
dem Art. 10 der Dissertation Riemann's entnommen ist, auch zu 
einem Ausdrucke für den Werth u{r,<p) der Function u in einem be- 
liebigen, dem Inneren der Kreisfläche angehörenden Punkte ^^ = ''ö**' 
unter der alleinigen Voraussetzung, dass die Fiuiction u für die Fläche 
S den BedingTingen I genüge. 

Bern Punlite s^ — s-e*^ iraierhalb der Fläche S werde zugeordjiot 
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derPimkt s^ = 

s, deren Alsatänäe von den Punkten 
constantes Verhältniss haten 
0<^<1, liegen auf 



; 0<:r<l. Alle Punkte 
und s' U— s.i und 'iä — s',,\, ein 



' , mit der Einschränkung 
■gehörenden Kreise, dessen 
Mittclpimkt c und dessen Eadius R durch die G-leichnngen 



1 der riäche S i 



B = 






■■ Jlts, 



- 1 fällt dieser Kreis mit der Begrenzung 
= geht derselbe in ehien Punkt, nämlich 



gegeben werden. .ITÜr t ■■ 
von yS zusammen , für t -~ 
in den Punkt «„ über. 

Zu jedem Punkte ^ von 8 gehört nach dem Vorhergehenden, so- 
bald der Punkt s^ = ä'^'" fixirt ist, e i n Werth von #, 0^#<1, also 
auch je ein Werth von o ruid B. Setzt man mm s — c = Be""', so 
entspricht jedem Punkte s von S mit Ausnahme des Punktes «„ ein 
"Werth von f, welcher der Bedingung 0^ilr'c:27C genügt, und für 
den die Grieiehung s—c=^ Bif" erfüllt ist. Da auch umgekehrt zu 
jedem Werthepaai'e t,i) nur ein "Werth von s gehört, so kömien t 
und il> als unabhängige Vaiiable gewählt werden. Es geht dann die Func- 
tion u von X und y in eine Ennetion von t und ^ über. Der dem "Werthe- 
paare t, q> eindeutig entsprechende "Werth von ii möge mit u[i;tp] 
bezeichnet werden. Eür die "Werthe t =: 1 und ^ = ergehen sich 
die Identitäten «[1;^] = m(1, ^) , «i[0; ^] = w(r, qn). Auch in Be- 
ziehimg auf die Vaiiablen t und f ändert sich die Function u für alle 
in Betracht kommenden "Werthepaare mit beiden Argvnnenteu stetig. 
Man setze u' gleich deni reellen Theilo der analytischen Function 



■"K 



- H-f:iT^- = ■log(''0- 



Es seien t^ und t^ zwei specielle "Werthe von t, welche beide zwischen 
imd 1 liegen, mit der Bedijigung -< i^ < (E, < 1. B, und M^ ^^^^^ 
die Eadien der diesen "Werthen von t entsprechenden zwei Kreise ; T 
bezeicime das von. diesen beiden Kreisen hegTenzte Ringgebiet. 

Niui genügen die Fuiictiouen u und u' für die Fläche T, die Func- 
tion u für die Fläolie des Kreises mit dem Radius B^ den Bedingungei 
II; läjiga beider Begrenzungsliuien von T hat die Functioji w' je einei 
Constanten Wertli. Mittelst derselben Snhlüssi' wie in §3 wird dabo: 
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gefolgert , dass das über die ganze Begrenzung von T erstreckte In- 
tegral iuj—äs auch in dem vorliegenden Falle den Werth hat. 

Man erhält für -:r- längs der beiden, den Werthen t = t,. t = L 
dp " ' 1' 2 

entsprechenden Begrenzn]igslinien von T beziehlioh die Wertlie 

_ 1_ lrlÜ?_ 

und 

1 l-~rHl 

~Ms 1^2rf^coa(ip- (p) + r^-ty 

Wenn daher für ds sein Werth B,dip, beziehnngaweise R^d^ gesetzt 
wird, so ergibt sich aus der Grleichung ju-^ds = die folgende 

Die Grrössen. i, nnd f^ sind von einander unabhängig und können alle 
Werthe zwischen und 1 annehmen, aiisgenommen die Werthe und 
1 selbst. Ans den über die Fu]iction « gemachten Voraussetzungen 
folgt aber, dass für alle Werthe von t zwischen nnd 1, einschliess- 
lich der Werthe und 1, der Werth des Integrals 



J 1— 2rt cos {ip—q>) -{■ r'f 



sich mit dem Werthe von ^ nicht anders als stetig ändern kann; daher 
bleibt die obige Gleichung auch dann noch bestehen, wenn t^ = 0, t, = 1 
gesetzt wird. Für den Werth t^ = geht die linke Seite der Glei- 
chung in 2au(r,q)) über, während die rechte Seite für t, = ], in 

übergeht. 

Es besteht daher, wenn die Function u für die Kreisfläche S den 
Bedingungen I genügt , für alle Werthe von r , welche kleiner tiis 1 
sind, und für alle Werthe von (p die Gleichmig 



y Google 



-- 



igi 7a\x In lüg ratio u der iiai'tiellen Differeiitialglcichuiig Ju =^. 0. 

(Vergl. C. Neumann: „lieber die Integration der partiellen BifFe- 

rentialgleichung -^-ä- + -ä-ä- = ö." Dieses Journal, Bd. 59, S.364.)*) 

) Das be'.tmimfe Iiitcaril aut ^^ekllPs die UBteisuiliniis des i) 4 ^eflihit hat 
und die pnt^pietheiidp Fuimel duith 'Aelche die paihellc Difteientialgleichung 
^^ dr_ fV_ _ 
r)i. diß 8-" 

hic dis Inneie emei Kugel iiifegmt wird, wenn dei Werth dei Fuuction T in der 
Obeiflache dei Kugel voigeKchneben ist, und die Bedingungen, denen diese Tußctiou 
imtenvorfen wiid, den m § 1 s,ngegebenen Bedingungen I inalog sind tadet sich in 
verschiedenen Abhandlangen P 'o i s a o n ' s angegeben : Journal de l'Ecole polytechnictue, 
cah. 18, p. 422 (1820); cah. 19, p. 150, 155, 433 (1923). M^moires de l'Academie 
des Sciences, auiiäe 1823, p, 575. Additions k la Connaiseanoe des Tems pour l'annge 
1829, p.329; pour l'annöe 1851, p. 49. PhilosophicalMagazine, NewserieaiVol.II, p.ll, 
JiiljI827. Poifison, Thöoi-iemathematiqnedela chaleur, Paris 18S6, chap.VII etVIII, 

Man wird auch in dem Beweise, der in § 5 unter h. enthalten ist, die Gruudgedanlcen 
d P 1 B i H d k 

D fe3A §4 llt B bltmW thl 1 fd 



t \ f 


1 B l 


gv g 11 1 g 1 t 


g ft 1 t 1 


11 g 1 


tt t 1 St U 1 


I t t 1 


/ 1 


Ib Z 1 flj t 


1 1 1 


1 ü 


IG i B 


1 M thm 


tk V 


1 g d il b l 


B II 


It 1 


h t ht 


h K \ 


1 S H 


1 |3 f 1 r 


T i W 


F t 


1 Bd g g 


(1.) 


2.«(0) = 


f'^"-=r 



Es werde nun um den Punkt e — als Mittelpunkt mit dem Radius Äi(Ä,<;Ji!) 
ein Kreis beschrieben und ebenso um den PiiiiJtt % = le*' (0<:r-<.E^) als Mittel- 
punkt einKreis mit demRadiiisÄj (JJj-C^— )■). Man set^e Elr-'ei^ = eJ und be- 
zeichne die Abstände irgend eines Punittea n von den Punkten ü^ und 4 bezieblich 
mit Q und q'; man setze ferner «' = log^— iogj' und wende auf das von den Krei- 
sen r = El und g = S^ begrennte Ringgebiet den Satz § 2,« an , so ergibt sich 
darcb Scliliisse, welche den im Text angegebenen ganz analog sind, 

HierauB folgt mit Benutzung der Gleichung (I.) beim Ucbergange von B, in M 

(IL) ,.(.,,0 . ^/'"■■(J',»)^-r, ^:,-;'„^,^ ^» 
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Also ist. der "Wertli der Function w in einem beliebigen Punkte 
_ y^fi jjjj Inneren der Kreisfläche unter dei] angegebenen Yoraus- 
;en nur abhängig von denjenigen "Werthen, welche dieruiiction 
M auf der Peripherie des Kreises annimmt , und ausserdem von den 
Polarcoordinaten jenes Punktes , bezogen auf den ffittelpnnkt des 
Kreises als Pol; überdies ist u{r,(p) durch die genannten Grössen 
eindeutig ausgedrückt. 

Wenn es daher eine Punction u gibt, welche für die Elache eines 
Kreises den Bedingungen I Grenüge leistet und auf der Peripherie 
desselben mit einer gegebenen Function f(^) dem Wertbe nach über- 
einstimmt , so ist die Function dureli diese Bedingungen bestimmt, 
und es gibt nur eine solche Function. 

§5. 

Im Vorhergehenden ist gezeigt worden , dass jede Function u, 
welche für eine Kreisfläche S den Bedingungen I genügt , durch die- 
jenigen Werthe eindeutig bestimmt ist, welche dieselbe auf dem Rande 
von S annimmt. Es entsteht nun die Frage, ob für eine solche Func- 
tion M die Reihe der Randwerthe u(l,(p) = f{(p) willkürlich vor- 
geschrieben werden kann? 

Diese Frage beantwortet folgender Lehrsatz: 

AVenn längs des Randes der Kreisfläche S eine für alle Werthe 
des reellen Argumentes (p endliche, stetige und eindeutige reelle Func- 
tion f{tp), welche bei Vermehrung des Argumentes um 2« periodisch 
in sich zmückkehrt, sonst aber keiner weiteren Beschränkung unter- 
liegt , willkürlich vorgeschrieben ist , so gibt es jedesmal eine (und 
nach dem Vorhergehenden nur eine einzige) Function u , welche für 
die Fläche S den Bedingungen I genügt imd längs des Randes von 
S mit der gegebenen Function f{(f)) übereinstimmt. 

Diese Function wird für alle Punkte ^ = re*" im Inneren von S, 
r ■< 1, dargestellt durcJi das Integral 

•"'•■'■' = 2l'|">(*)T- 2„oi7»'-,.) + > ^''*- 

Der Beweis dieses Satzes zerfällt in zwei Tbeile; in dem ersten 
Theile (a.) ist zu zeigen , dass die durch die vorstehende Gleichung 
definirte Function u(r,ip) für alle dem Inneren von S angehörenden 
Punkte s = re^ = ss + pi in Bezielunig auf die Variablen x und p 
partielle Ableitungen aller Oj'dnungen besitzt und der partiellen Diffe- 
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reutialgleichiiiig ^ii = genügt; in dem zweiten Theile (&.) hingegen 
ist der Nachweis zu führen, dass die Function u{r,^) auch in der 
Nähe des Werfches r = 1 eine stetige I'unotion ihrer Argumente ist 
iDid für r = 1 in die Function f{q>) stetig ühergelit. 
a. Die durch das Integral 



"(•■''■> = i/ ''Wl-arcolc*:^ 



) + ,■■'- 

definirte Function u stimmt ülierein mit dem reellen Tlicüc dei' dni'ch 
die Grleichung 



^i-'' = ¥iJ"'''-*''$Z.^''* 



für alle Werthe von s , deren absoluter Betrag r kleiner als 1 ist, 
mit dem Charakter einer ganzen Function eindeutig definirten analy- 
tischen Fiinction J^(,s) des complexen Argumentes s = re^' = x + yi. 

Daher besitzt die Fxuiction u für alle im Inneren der Kreisfläche 
liegenden Punkte s in Beziehung auf die unabhängigen Variablen x 
und y partielle Ableitungen aller Ordnungen und genügt in demselben 
Umfange der Differentialgleichung Ju = 0, 

b. "Wegen der vorausgesetzten Periodicität der Function f{ip) 
kann man statt des Integrals 



das Integral 






setzen, und da für alle "Werthe von r, vrelche Ideiner als X sind, den 
Werth »■ ^ 1 ausgeschlossen, das Integral 

den Wert]"! 1 hat, so gilt in demselben Umfange die Grleichung 

Es ist nun zu zeigen, dass es möglich ist, für die Differenz 1— r eine 
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Grenze festzusetzen , so dasa für alle Werthe von r , fiir welche die 
Differenz l — r von verschieden ist und jene Grenze nicht üher- 
schreitet, und flii' alle "Werthe von y der Werth des Integrals in der 
vorstehenden Gleiehnng dem absoluten Betrage nach kleiner ist als 
eine beliebig kleine vorgeschriebene Grosse. 

Wegen der Periodicität der Euuetion f{<p) kann das Intervall 
von —IT bis +ji, über welches sich die Integration erstreckt , wenn 
mit d eine kleine positive GrrÖsse bezeichnet wird , durch die beiden 
Intervalle von S bis Sre — fi vuid von —S bis +d ersetzt werden. 

Während ^ sich in dem Intervalle von S bis 2ff — ö befindet, ist 
der unter dem Integralzeichen vorkommende Nenner stets grosser als 
2r(l — cosÄ). Die Grrösse \f(ip+il;) — f{(p)l ist nicht grösser als 2g, 
wenn g den grössten Werth des absoluten Betrages der Function f(ip) 
bezeichnet. Folglich ist der Beitrag , den dieses Intervall zu dem 
Werthe des Integrals liefert, dem absoluten Betrage nach kleiner als 



Sil- 



Wie klein man aber auch die Grosse S, die i 



»■(1— cosdj' 

verschieden bleibt, in der Folge zu wählen für gut linden wird, 

diu'oh entsprechende Verkleinerung von 1 — »■ kann man über die 

Kleinheit von -^r 4v gebieten.*) 

/■(l — coso) ° ' 

Es bleibt noch das Integral 



1 r+'* 



+<p)-f(,-'- ^ 



l — '^rGosip + r 



zu betrachten. 

Bezeichnet man mit e eine Grösse, welche der absolute Betrag 
der Differenz f{'p + i>)~f{fp) in dem Intervalle —S^ip^S nicht 
überschreitet, so ist der Werth dieses Integrals dem absoluten Be- 
trage nach kleiner als 



H" 



*) Noch eugere Grenzen ergibt folgende Scliätzimg. Das Integral 
ist dem absoluten Betrage iiaeb kleiner als 
also auoli kleiner als 
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2;r^^5 1 — 2?'cosV + >-' 



also auch kleiner als 

_^ /"'■" 1-j;^ -. 

2jr^^^ 1-2/cosi^H-f-^"'^' 

d. h. kleiner als t. 

Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der Function f{(p) lässt 
sich nnn , wie klein auch die von veracliiedene GriJsse e ange- 
nommen werden möge , stets eine von verschiedene Grösse 8 
angeben , so dass für alle dem absolnten Betrage nach die Grösse 8 
nicht überschreitenden "Werthe von t/i imd zugleich für alle "Werthe 
von qo der absolute Betrag der Differenz f{'if-\-'^)—f{f) Meiner als e 
ist; es verschwindet daher das angegebene Integral für alle Werthe 
von (p gleichzeitig mit 8. 

Hiermit ist der oben ausgesprochene Satz hi allen- seinen Thcilen 
bewiesen. 

Für die Abfassung des hier mitgetheilten Beweises ist eine For- 
derung massgebend gewesen, welche im Januar d. J. von Herrn Heine 
brieflich mir gestellt wurde, im Wesentlichen des Inhalts: Wie klein 
auch eine von verschiedene Grosse e' angenommen werden mag, 
es muss möglich sein , eine von verschiedene Grösse p anzugeben, 
so dass — fiir alle Werthe von r, für welche die DiiFerenz 1 — r von 
verschieden und kleiner als ^ ist , und zugleich für alle 
Werthe von q> — der absolute Betrag der Differenz if (r, 9)— /'(qi) 
kleiner als die Grösse % ist. 

Näheres über die Bedeutung dieser Forderung enthält eine Ab- 
handlung des HeiTuHeine: „lieber trigonometrische ßeihen^'. (Die- 
ses Journal, Bd. 71, S. 353.) 

Ein analoges Verfahren führt zu einem strengen Beweise der ent- 
sprechenden Formel, durch welche die partielle Differentialgleichung 

&'£■ Q'f ds^ 

für das Innere eines kugelförmigen Baumes integrirt wird, an dessen 
Oberfläche die Function V vorgeschriebene Werthe annehmen soll. 

Hinsichtlich dieser Aufgabe möge auf zwei Schriften des Herrn 
Carl Neumann verwiesen werden, deren Titel folgen: 
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„Lösung des ailgeraelnen Pvoblemes über den stationären Tem- 
peraturzustand einer homogenen Kngel." Halle, 1861. 

, Allgemeine Lösung des Problenies iibei' den stationären Tempe- 
raturznstand eines homogenen Körpers , welcher von irgend zwei 
niclitconcentriachen .Kngelfiächen begrenzt wird." Haile, 1862. 



Die analytische Function F{ä-) ist im Vorhergehenden durch ein 
bestimmtes Integral dargestellt worden. Ans demselben ergibt sich 
eine zweite Darstellung der Function F{0) diU'ch eine für alle Werthe 
von s , deren absoluter Betrag kleiner als 1 ist , unbedingt conver- 
gii'ende , nach Potenzen von s mit ganzen positiven Exponenten fort- 
schreitende Eeihc 






i"di>s' 



Die Function u(r,q>) ist der reelle Theil der Function F(^): man 
erhält daher aus der vorstehenden Grleichung die Entwickelung 

Wird T gleich 1 gesetzt, so geht die rechte Seite der vorstehenden 
Grleichung formell in die Fonriersche Reihe für die Function /'(ip) 
über. *) 

Mitunter ist es nützlich, einen Werth zi^ kennen, welchen der 
absolute Betrag |m(/-,9) — m(0)| der Differenz ii(r,q5) — m(0) als Func- 
tion ^on > nacht überschreiten kann, sobald dieWerthe «(»",9)) ^ f((p) 
eine endliche Grrösse ff dem absoluten Betrage nach nicht überschreiten. 

*) In seiner Schritt T)-\.6 Dirichleteche PriULip" ist Heir Carl Nenmana 
von dei Darstellung ein« dei Diflerentialgleichunff Ju = fflr die Flache eines 
Kieises ofenugpnden Function duich das «bei denRaiid dei Kieisflache zu eistteckende 
Poissonsche Integral (■i tq 4 und die Anmerkung zu § 4) wieder abgegangen und 
hat die Fonriersche Reihe zum Ausginge gewählt Einen ähnlichen Gedankengang 
dentet Herr Schafli im 72 Banie dieses Journils auf S 283 an Dasa diese Me 
thode nur eme heuristische ist und emei vollständigen Deduction liedaif ist der Kern 
der von Herrn Heine (d Joarn Bd 71 S abl) und Herrn Pi\m (d Joiirn Bd. 73, 
S. 3tlO) gegen dieselbe geltend gemichten Einwendungen In welchem &inue aber, 
muss man fragen, lat dio Behauptung Eieniann's zu verstehen, wekhe derselbe am 
Schlüsse des § 2 seiuei Habilititiomschrift („Leber die Dai stell baikeit einer Func- 
tion durch eine trigounnittus he Eeilie ) lusipricht ' 
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Man erhält 

!«(r,,f)-..(0)|<|FW-_F(0)|<-?^!^; 



oder 



4,0 

\u{r,fp) — u{(i)\ <: -S^arcsin»-.*) 

Ziirleli, iiii jVrai 1870. 



Fortsetzung und Erweiterung der in den vorhergehenden 

Paragraphen enthaltenen TJntersuchungen. 
§7. 

Die für die Pläche eines Kreises mit clem Hailitis 1 erhaltenen 
Unter auchiingsergebnisse sind nach verschiedenen Riclitungen einer 
Erweiterung fähig. 

Es ist zunächst klar , dass die aufgestellten Formeln für die 
Fläche eines Kreises mit dem Hadius M Gültigkeit erhalten, wenn in 
denselben -^ an die Stelle von r gesetzt wird. (Hierbei besitzt It 
natürlich nicht melir dieselbe Bedeutung wie in § 4.) 

Hierdurch geht die in § 4 und § 5 angegebene Formel in die 
folgende über 

"('■■''' = 2!?/ ' " '^' ' ») -JT- 2Ji /cl7(ü,'-y) + F ■>* 

"• 2i{ /■f*'B'-äS.-cor(J|.-y) +?'**•' 

mit der Bedingung 0^»'<i?, und dem Zusätze u(IR.^) = fitp). 

Die Function f{f) des reellen Argumentes (p ist bisher den Be- 
dingungen, endlich, stetig, eindeutig und mit der Periode 2% perio- 
disch zu sein , untei-worfen gewesen. Die angegebene Formel kann 
aber 1 1 s I e e ler Kreisfläche eine bestimmte Bedeutung haben, 

"■) W n b n e deii Werth hat, so kann der absolute Betrag von 

ii[r,<f as Fun on be rächtet, den Werth — arctgr nicht aberschreiten. 

Diese Bes mm g egb §le ch die engste Grenze, welche unter den angegebenen 

Voran Spfllcrcv ZnaatK. 1871.) 
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auch olme dass die Function f{rp) für alle dem Intervall von bis 
2n angehörenden Werthe von rp endlich, stetig und eindeutig erklärt 
ist , und zwar wird dieses stets und nur dann der FaU sein , wenn 
diese Function im Riemannsehen Sinne {§ 5 der Habilitationsschrift) 
durchgehends eine Integration gestattet. 

Die Untersuchung soll jedoch hier nicht in dieser Allgemeinheit 
geführt, sondern (ebenso wie in der Abhandlung des Herrn Prym) 
auf folgenden Fall beschränkt werden. 

Die Function f{(p) sei — mit Ausnahme derjenigen Werthe von cp, 
welche modulo 2w einem der m Werthe >p,, ^p,, ■ ■ ■ <Py, ■ ■ ■ (p^, die 
sämmtlich kleiner als 2rc und von einander verschieden angenommen 
werden können, congrnent sind — für alle reellen Werthe des Argu- 
mentes rp als eine endliche , stetige und eindeutige , bei Vermehrung 
des Argumentes um %% periodisch sich wiederholende Function des 
reellen Argumentes fp erklärt; bei der Annäherung der Variablen rp 
an einen der ausgeschlossenen Werthe, z. B. an den Werth ip^, nähere 
sich, sowohl wenn <p stetig wachsend, als auch, wenn ip stetig ab- 
nehmend dem Werthe rp, sich nähert, der Werth der Function f{(p) 
je einer bestimmten endlichen G-renze, welche nach dem Vorgange 
Diriehlet's im ersten Falle mit f{(p,~Q), im zweiten mit /'(y^ + O) 
hezeichnet werden soll. 

Ist die DiiFerenz /'(9'„ + 0)--/'(q!i,,— 0), welche mit A^ bezeichnet 
werden möge , eine von verschiedene Grösse , so besitzt die Func- 
tion f{<p) für alle Werthe von tp, für welche rp = rp, (mod. 2w) ist, zwei 
Werthe und erfahrt in denselben eine Stetigkeitsunterbrechung. Des 
Folgenden wegen soll jedoch der Fall nicht ausgeschlossen werden, 
dass Ä^ auch gleich sein kann , in welchem Falle der Werth 9»,, 
und die ihm congruenien mit Rücksicht auf die Stetigkeit der Func- 
tion f{rp) nicht zu den singulären gehören. 

Solche Un Stetigkeiten , welche durch Abänderung des Werthes 
der Function in einem Punkte oder längs einer Linie aufgehoben werden 
können, sogenannte hobbare Uustetigkeiten, sollen der Kürze wegen 
hier und im Folgenden von der Betrachtung ausgeschlossen werden. 

Dieselbe Unstetigkeit , welche die Function f{rp) in den Punkten 
besitzt, für welche rp = 'py (mod. 2x) ist, zeigt die Function 

— '^arctgf^i— TT -,-) = -i^W — W —<¥,.)], 

vorausgesetzt, dass A^ von vev,?ch]eden ist, und dass der Variablen 
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(p' auf der recliten Seite der vorötelieudeti Gleioliiuig stets der dem 
Intervalle (p^ ■ ■ • ^^ + 2n; aiigeliörende Werth beigelegt werde, welcher 
moihilo 2jt dem "Werthe der Variablen rp eongruent ist. 

Hier und im Tolgenden, mit Ätisnabme einer Stelle in § 9, be- 
deutet die runction areus tangens den zwischen — J^r und +^^ lie- 
genden eiudeutig bestimmten Bogen, dessen Tangente den vorge- 
schriebenen Wertb bat. 

Wird nun die Differenz 

«'•)~^^-^--«*<tiT(?=?j) (" = 1. 2. ■ ■ ■ "') 

gebildet und mit /"„(y) bezeichnet, so ist durch diese Festsetzung die 
Function f„(<p) für alle Werthe von <p , mit Ausnahme der den Wer- 
tben ip,. congruenten, als eine endliche, stetige und eindeutige Func- 
tion ihres Argumentes erklärt, und zwar besteht für alle Wertbe von 
V die Gleichung 

Wird daher für diejenigen Werthe von <p, auf welche die Erklärung 
der Function ff,(ip) sich nicht erstreckt, die ergänzende Bestimmung 
getroffen, es solle, wenn ip = (p, (moi. 2%) ist, derWerth der Function 
durch die GHeichung 

r.(<p.) = f.(i>.~o) = /.(^„+o) 

bestimmt werden, so genügt die durch diese erweiterte Definition für 
alle reellen Werthe von ^ eindeutig erklärte Function ^(9)) in voller 
Strenge den in § 5 angegebenen Bedingungen. 

Es werde nun angenommen, für alle Punkte der Flache S des 
mit dem Radius 1 um den Nullpunkt beschriebenen Kreises, mit Aus- 
nahme einer endlichen Anzahl von Punkten des Randes, nämlich der 
Punkte s,. = e""' , sei eine reelle Function u der beiden reellen Ar- 
gTimente x und y so erklärt, dass dieselbe für diese Fläche S mit 
Ausnahme der angegebenen Punkte des Randes den in § 1 
angegebenen Bedingungen I genüge und längs des Randes mit Aus- 
nahme der Punkte ^■^ mit der Function f(cp) übereinstimme. 

Dies ist aber so zu verstehen: man denke sich für jeden der 
singulären Punkte ein Gebiet construirt, welches denselben ganz in 
seinem Inneren enthält, und dessen Begrenzung eine beliebige Gestalt 
haben darf; am einfachsten ist es , Jeden der singiüären Punkte als 
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Mittelpunkt einer Kreisfläche mit dem Radius q zu betrachteü, wo p 
eine verändeTliclie Grosse bezeichnet, welche keiner anderen Bedin- 
gung unterworfen ist , als positiv und von verschieden zu sein. 
Werden nun alle diejenigen Theile des Grebietea S ausgeschieden, 
welche Im Inneren eines dieser Kreise liegen, so soll die Function w, 
wie Mein auch p gewählt werden möge, für den übrigen Bereich den 
Bedingungen I in aller Strenge genügen und auf dem frei gebliebe- 
neu Rande von 8 mit f[fp) übereinstimmen. 

Es wird nun von dem Verhalten der Function u in der Nähe 
der singulären Punkte abhängen, ob die Function u durch ihre Rand- 
wertbe m{1, (p^ = f{f) ''^'^^ ^^^ übrigen Bedingungen bestimmt ist, 
und In wiefern eine, der in § 4 angegebenen analoge Schlussweise 
auch in diesem Falle gestattet ist. 

Es bezeichne R eine von r, rp, ijj unabhängige, veränderliche Grösse, 
deren Veränderlichkeit zunächst auf solche Werthe beschränkt wird, 
die kleiner als 1 sind. Dann ist nach der am Anfange dieses Pa- 
ragraphen angeführten. Formel für alle Werthe von r, welcher klei= 
ner als R sind, 

1 f^"' E'—r° 

^■^' 27r. J ^ ' ' K'-~2JJ»"cos{-ifi— 9) + r° 

Wenn nun die Function u in der Nähe der singulären Punkte 
sich so verhält, dass geschlossen werden kann, es gehe das Integral 
auf der rechten Seite der vorstehenden Gleichung für lim jB = 1 
stetig in das Integral 



i/"«*' 



1-'' ,di, 



l—2rGQs{jlJ~(p) +r^ 



über, so wird •— und nur in diesem Falle — die Schlussweise des § 4 
mit ihren Folgerungen sich unverändert auf den vorliegenden Fall 
übertragen lassen. 

Ein zur Vorsicht mahnendes, sehr einfaches Beispiel zeigt, dass 
dieser Schluss nicht ohne eine specielle Voraussetzung zulässig ist. 

Man setze 



■«(-^ 



l-|-2rcosq3+»''^ 



wo der vorgesetzte Buchstabe 9i nach der Bezeichnungsweise des 
Herrn Weierstraas bedeutet, dass der reelle Thei] des nachfolgen» 
den Ausdruckes genommen werden soll. 

SQhwnrs, Geaaramalte ilihaiiainBESB. il. 13 
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Die Ciirveii constanter Wertbe von tt bilden eine Schaar von 
Kreisen, welche einander und die Begrenzung von S im Punkte 
Ä ^ — 1 berühren. Mit Ausnahme dieses Punktes, für welchen die 
Function nicht erklärt ist, genügt dieselbe für die Fläche S den 
Bedingungen I und hat auf dem Rande von S überall, wo sie erklärt 
ist , den Werth 0. Es steht daher frei , den Werth von m für den 
Punkt s = —1 durch eine besondere Definition zu flxiren, und zwar 
möge m(1, se) = gesetzt werden. Dann ist 

2il " <1' *' l-2fc<,s7*-v)+.- ''* 

fiir jedou Wei'th von r und ip gleich und stimmt also mit der vor- 
her erklärten Function nicht überein. Unter den angegebenen Fest- 
setzungen ist demnach ein Grenzübergang aus dem über die Peri- 
pherie des Kreises mit dem ßadius R zu erstreckenden Integrale in 
das über den Eand von jS zu erstreckende Integral nicht gestattet. 
Der Grund hiervon liegt in dem Umstände, dass in diesem Falle der 
Werth von u {r, <f) bei der Annäherung des Punktes s = r^* an den 
Punkt z = —1 unendlich gross, oder näher bestimmt, unend- 
lich gross erster Ordnung werden kann. 

Bei Anwendung des von Hei-m Prym gewählten Systems von 
Polarcoordiuaten p, t, mit dem Pole j; = ~1 ergibt sich: 

S = ~1 + !'()£-''' 

und 



= «(fe)-KT^)-l = - 



Anders verhalt es sich in dem folgenden Falle. Es werde gesetzt 
og_(l+fl_, _^ 



M*(r,9:.) = arotgy^ = arctg 



\-\-Y COS 9) 



Das System der Linien, längs welcher m* constante Werthe hat, 
ist ein geradliniges Strahlbüschel , dessen Mittelpunkt im Punkte 
s = — 1 liegt. Auch in diesem Falle ist die Function m* für den 
Punkt 3 = —1 nicht erklärt. Von dem vorhergehenden Falle 
xmterseheidet sich aber der gegenwärtige wesentlich dadurch, dass 
die Function m* bei der Annäherung an den singulären Punkt end- 
lich bleibt; denn, ein wie kleines, den Punkt s = — 1 enthaltendes 
Crebiet man auch ans der Fläche 8 ausscheiden mag, fiir das übrig 
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"bleibende Gebiet genügt die Function m* den BedingiiKgen I {sogar 
den engeren Bedingungen II), and der absolute Betrag von M* über= 
schreitet nirgends den Wertb Jw. 

Im Folgenden soU nun gezeigt werden, daas fiir die Function M* 
der erwäbnte Grenzübergang mit voller Strenge gestattet ist. Um 
jedoch dem Beweise gleich eine etwas allgemeinere Fassung zu ge- 
ben, möge die Grösse, welche der absolute Betrag von m* nirgends 
überschreitet, mit g bezeichnet werden. 

Es gilt , wenn E dieselbe Bedeutung hat , wie vorher , für aUe 
Werthe von r, welche kleiner als B sind, und für aUe Werthe von 
95 die Gleichung 

1 r^"' M^—'/' 

Bei dem XJebergauge von M in den "Werth 1 hört die Stetigkeit der 
Function u* {E, ^) bei dem Werthe i/i =: m auf. Man ersetze daher 
— diese UnstetigkeitssteHe in das Intervall ^—d---a + 8 ein= 
schliessend, wo # eine positive Grösse bezeichnet - - das Intervall von 
bis 2« durch zwei andere Intervalle , nämlich durch das Intervall 
von — jT-f-ö bis x — S und das Intervall von ä— 5 bis x + S, welche 
Ersetzung wegen der Periodicität der Function u*{E,ili) als Function 
von ip gestattet ist. 

Das dem ersten Intervalle entsprechende Integral ist zufolge der 
Voraussetzung sicher eine stetige Function von E und zwar ein- 
schliesslich für den Werth E = 1. 

Man kann daher das dem ersten Intervalle entsprechende Inte- 
gral der Summe 

gleichsetzen; und zwar bedeutet in dieser Gleichung £, eine Grösse 
von der Eigenschaft, dass nach vorausgegangener Annahme von cf 
über die Kleinheit des absoluten Betrages von f, durch die Festsetzung 
verfügt werden kann, die Differenz 1 — E dürfe eine gewisse Grenze 
Q nicht überschreiten. 

Da nun die Function m* zufolge der Voraussetzung an keiner 
Stelle dem absoluten Betrage nach die Grrösse g überschreitet, so 
kann mau setzen 

13* 
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1 r^" l—r' 

"ö— / M*(l, if') -. — ^— — ; ^— ,- d-ip + E., 

2ätJ_^^ 1— 2»-cos(i/'— 9i)+r' ^' 

wobei für u*{\,x) und »i* (1, — jr) die Werthe m* (1, s— 0) und 
M* (1, — K+O) einzusetzen sind (die Bezeichnung erläutert die Art 
des Grenzüberganges), und wobei s^ dem absoluten Betrage nach 
kleiner als y-^ — ist. 

Der Werth des dem zweiten Intervalle entspreciienden Integrales, 
welcher mit e, bezeichnet werden mogej ist dem absoluten Betrage 
nach kleiner als a -^ d. 

Hieraus ergibt sich die Gleichung 

23ijF_^ ^ '^' 1— ä»'cos(^—^) + r^ !^ !^ 3 

Da nun über die Kleinheit des absoluten Betrages von s^ und 
von Ej, also auch von ej-HCs durch gehörig kleine Wahl von d, und 
nach getroffener Wahl von d durch gehörig kleine Wahl von p, be- 
ziehungsweise 1—B, über die Kleinheit des absoluten Betrages von 
i'i verfügt werden kann, und da überdies der Wcrth der Differenz 
auf der linken Seite der vorstehenden Gleichung von der Wahl der 
Grrössen ä und R überhaupt unabhängig ist, so folgt, dass jene Diffe- 
renz den Werth hat. Dieses sollte bewiesen werden. 

Dem vorstehenden Beweise ist gleich eine solche Fassung gege- 
ben worden, dass derselbe ohne Schwierigkeit auf den Fall ausge- 
dehnt werden kann, in welchem eine Function m* für die Fläche S 
eines Kreises mit dem Kadius JR mit Ausnahme einer endlichen An- 
zahl von Punkten des Randes (s^ = ife*"^', v = 1, 2, ■ ■ ■ »w) so er- 
klärt ist, dass dieselbe für alle übrigen Piuikte den Bedingungen I 
genügt, wenn ausserdem bekannt ist, dass der Werth von u* bei der 
Annäherung des Punktes s an einen der singulären Punkte des Ran- 
des stets endlieh bleibt, d.h. eine bestimmte endliehe, von dem Grade 
jener Annäherung unabhängige Grösse g dem absoluten Betrage nach 
niemals überschreitet. 

Die hieraus sich ergebenden Stihlüsse sind den in den beiden 
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letzten Absätzen des § 4 gezogenen völlig analog. Die Function u* 
ist also durch die angegebenen Bedingungen eindeutig bestimmt. 

Dieser Beweis untersclieidet sich in mehrfacher Beziehung von 
dem Beweise, den Herr Prym in dem §5 seiner oben erwähnten 
Abhandlung gegeben hat, insbesondere dadurch, dass über die Art 
der Unstetigkeit der Function m*, beziehungsweise deren Vieldeutig- 
keit bei der Annähernng des Punktes ä an einen singuJären Punkt 
des Randes keine andere Voraussetzung gemacht wird als die, dass 
bei der Annäherung an die siugiüären Punkte die Function m* im er- 
klärten Sinne endlich bleibe. 

Auch Herr Carl Neumann macht (Berichte der Königlich Säch- 
sischen Gresellsohaft der Wissenschaften, math.-phys. Classe, Jahrgang 
1870, S. 278 und 279) eine solche speeielle Voraussetzung. 

Jede solche im Voraus gemachte speeielle Annahme über die Art 
des Verhaltens einer Function « bei dei^ Annäherung an einen sin- 
gulären Punkt unterliegt jedoch, wenn dieselbe mehr enthält als die 
unerlässliche Forderung, dass die Function bei der Annäherung end- 
lich bleibe , wie mir scheint , nicht unerheblichen Bedenken. Sobald 
nämlich nur die Endlichkeit der Function u in der Nähe des singu- 
lären Punktes gewiss ist, zeigt sich, dass die gesuchte Function u 
durch diese und die übrigen Bedingungen bereits bestimmt ist, so 
dass sich also eine vorhergehende speciellere Annahme als unnöthig 
erweist. Ueberhaupt scheint mir das Verhalten einer Function u in 
der Nähe eines solchen Punktes, wenn deren Endlichkeit in der Um- 
gebung desselben vorausgesetzt wird, Gregenstand der Untersuchung, 
nicht aber Gregenstand der vorhergehenden freien Verfügung zu sein, 
da jede andere speeielle Annahme, als diejenige, die die Herren Carl 
Neumann und Prym gemacht haben, zur Folge haben würde, dass 
keine Function existirt, welche den gestellten Bedingungen genügt. 

Dass aber andererseits die Annahme, welche Herr Carl Neu- 
mann gemacht hat, nicht allgemein genug ist, zeigt sich, sobald 
die Begrenzung des Bereiches T Spitzen enthält, denn für diese 
reicht die von Herrn Carl Neu mann gemachte Annahme nicht 
mehr aus. An die Stelle derselben würde eine Annahme treten müs- 
sen , welche mit einem an anderer Stelle ausgesprochenen Lehrsatze 
(Siehe Monatsberichte der Königlichen Akademie der Wissenschaften 
zu Berlin, Jahrgang 1870, S. 777) *) sicli in Einklang befindet. — 

*) Siehe S. 153 dipscs BnmleR, 
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DiTi'ch den vorhergehenden Beweis ist iüstesondere auoh die 
Richtigkeit der Gleichung 

für alle "Werthe von r, welche kleiner als 1 sind , bewiesen , eine 
Grleichung, welche übrigens leicht auch auf anderem Wege vermittelst 
Eeihenentwiekolungen erhalten werden kann. 

Wird nun in dieser Grleichung die Variable ip mit n; — (g> — cp,) 
vertauscht, und die I"miction, in welche der Ausdruck auf der linken 
Seite hierdurch übergeht, mit «* bezeichnet, so ergibt sich die Grlei- 
chung 

r&m(w~w,:) 1 /"^"l !-■}■' 

M!;-^arctg^— — -~ — ^-^^-=-?7— ( ttPi-—^ -r. — — ;— — r?— r "'/' 

von welcher im folgenden Paragraphen Grebrauch gemacht werden wird. 

§3. 
Es handelt sich mm darum, analog der in § 5 durchgeführten 



Untersuchiuig den Existenzbeweis zu führen, und das Verhalten des 
die gesuchte Function darstellenden Integrals in der Nähe der sin- 
gulären Punkte z, = e**'' zu untersuchen, in welchen entweder die 
Reihe der vorgeschriebenen Randwerthe eine Stetigkeitsunterbrechung 
erfährt, oder die Stetigkeit der Function u" ungewisa ist. 

Die Untersuchung lässt sich leicht auf den in § 5 betrachteten 
Fall zurückführen. Unter Beibehaltung der übrigen in § 7 erklärten 
Bezeichnungen möge die Function u* (r, y) für alle Werthe von r, 
welche kleiner als 1 sind, durch die Grleichung 



*''(''^) = 2n{ ^f'^^ l-:2Tco^ 



jdip 



und iÜr /■ = 1 durch die Gfleiehung u*{l,<p) = /'{fp), soweit diese 
nämlich einen bestimmten Sinn hat, erklärt sein. 

Für jeden ganz im Inneren von S liegenden Bereich genügt diese 
Function (vergl. den Beweis im § 5 unter «) den Bedingiingen II, es 
handeH sich also nur darum, das Verhalten der Function für limr ^= 1. 
au untersucJicn. 
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Zu diesem Zwecke werde an die Stelle von /'(t^) die Summe 

(s. den vorKcrgebenden Paragraphen) gesetzt; hierdurch geht der 
Ausdruck für M*(r, gj) in eine Summe von m + 1 ehenso gebildeten 
Integralen iiher. Bezeichnet man nun das dem ersten Gliede /i,{^) 
entsprechende Integral, welches sich ganz itn Falle des in § 5 he- 
trachteten befindet, mit Uair,(p) oder mit %, die übrigen dagegen ge- 
mäss der letzten Gleichung in § 7, so ergibt sieh 

M* = u„ + -£^A,.uf (" - 1, 2, ... m). 

Durcli diese Darstellung ist die Stetigkeit der analytisch darge- 
stellten Function m* längs des Randes mit Ausnahme der Umgebung 
der singulären Punkte s^ = e"'* bewiesen; und gleichzeitig die Art 
des Verhaltens dieser Function in der Umgebung dieser Punkte cha- 
rakterisirt. In der Umgebung eines singulären Punktes ^, = e'''y' un- 



um eine in diesem Punkte vollkommen stetige Function. 

Hiermit ist also die Existenz einer den angegebenen Bedingun- 
gen genügenden Fimction dargetban, und zwar hat sieb hierbei er- 
gehen, dass die besondere Art ihres Verhaltens in der Nähe der 
singTilären Punkte In dem betraehteten Falle eine Folge der übrigen 
Eigenschaften ist. 

Die dargestellte Function genügi; also für das G-ebiet, für wel- 
ches sie erklärt ist, mit Ausnahme derjenigen singulären Punkte 
ä^ = 6**^* des Rajides, für. welche die entsprechende Grösse A, von 
verschieden ist, im angegebeueii Sinne den Bedingungen I, stimmt 
für alle Punkte des Randes, mit Ausnahme der erwähnten singulären, 
mit der gegebenen Function f{if>) üherein und bleibt zugleich bei der 
Annäherung an jene singulären Punkte endlich, 

Der hier mitgetbeilte Beweis, der übrigens ebensowenig wio der 
im vorhergebenden Paragraphen vorgetragene darauf Anspruch macht, 
neue Gedanken zu enthalten , scheint mir etwas einfacher zu sein als 
derjenige, dessen Herr Prym in seiner mehrfach erwähnten Abhand- 
lung eich bedient hat. 

"Wird nun die Voraussetzung gemacht, dass A^ füi' einen speeiel- 
len Wertb von v gleich wei, so' liegt in dem Vorhergehenden be- 



y Google 



200 •^"'^ lutegi'atiou dei' pai-tieilGU Diffcreiitialgleicliiing iJ« — 0. 

reits iiugleioli der Beweis dafür, daas die einzige, den übrigen Be= 
dingungen genügende Function in der Umgebung des Punktes s^ 
ebenfalls stetig ist, während bei der Herleitung (s. § 7) die Ste- 
tigkeit in diesem Punkte ungewiss gelassen und nur festgesetzt war, 
dasa die Function in der Umgebung dieses Punktes endlieh bleiben 
solle.*) 

Es gilt auch hier die Bemerkung, dass, wenn an die Stelle der 
Kreisfläche mit dem Eadius 1 eine solche tritt, deren Radius B ist, 
dann in der aufgestellten Formel -p an die Stelle von r zu setzen ist. 

Bezeichnet nun g die obere, k die untere Grenze aller der- 
jenigen Werthe, welche die Function f(<p) annehmen kann, von der 
vorausgesetzt werden möge , dass sie nicht constant sei , so ist von 
den Differenzen f{ip) —g und f((p) —li die erste nie positiv, die zweite 
nie negativ. Hieraus folgt, dass von den beiden Differenzen u{r,(p)—g 
und u{r,fp)~h, wenn f -< 1 ist, die erste nur negative, die zweite 
nvir positive Werthe annehmen kann, da diese Differenzen beziehlich 
mit den Integralen 



i/"«^ 



^py-g)-, 



und 

1. 



übereinstimmen. 



2«i 



(«*)-*) 1-1^,^*-^+.^* 
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Es liegt daher der Werth von u für einen inneren Punkt von 
8 stets zwiscKen g und h, d. li. zwischen dem Werthe der oberen 
und dem Werthe 'der unteren Grenze aller derjenigen Werthe, welche 
diese Function längs des Randes von 8 annehmen kann. 

§9- 

Den Inhalt dieses und des folgenden Paragraphen entnehme ich 
einer Abhandlung über die Integration der partiellen Differential- 
gleichung Ju = 0, welche ich im November 1869 Herrn Kronecker 
nnd Herrn Weierstrass mitgetheilt habe. Der zunächst befolgte 
Gedankengang ist demjenigen, welchen Riemann im 54. Bande die- 
ses Journals auf S. 101 nnd 102 (S. 1 und 2 des Sonderabdruckes) *) 
entwickelt hat, und der, wie bekannt, in der Theorie der analytischen 
Functionen häufig zvu- Anwendung gelangt, vollkommen entsprechend. 
Es freut mich, feststellen zu können, dass ich mich in diesem Theile 
der Untersuchung hinsichtlieh der Methode der Beweisführung mit 
Herrn Carl Neumann ganz in Uebereinstimmung befinde. Man 
vergl. Mathematische Annalen von Olebsch und Neumann, Bd. 3, 
S. 338— 339 (October 1870) und Monatsberichte der Königlichen Aka- 
demie der Wissenschaften zu Berlin, Jahrgang 1870, S. 770-771.**) 

Unter den Bedingungen I sei für den Bereich T eine Function u 
definirt ; im Inneren von T denke man sieh einen Kreis , dessen Mit- 
telpunkt die Coordinaten x^ und y^ haben möge, dessen Eadius gleich 
Ja ist, imd dessen ganze Fläche dem Inneren von T angehört. 

Für die Fläche dieses Kreises ist die Function m den Bedingun- 
gen n gemäss erklärt ; es ist also nach dem Vorhergehenden die Exi- 
stenz höherer Ableitungen von m für alle inneren Punkte a;„, y^ des 
Gebietes T, sowie die Entwickelbarkeit des Werthes von u für die 
dem Punkte x^, y^ benachbarten Punkte x, y nach Potenzen von x—x„ 
und y — ^0, beziehungsweise nach Producten ans Potenzen von 



r= V(a=-«.)' + (s-!/.)'' 
und den Sinus und Cosinus der gleichnamigen Vielfachen von 

m = arctff-i^ — ^ 
eine nothwcndigt Fol^e du Voiius^etzungen I, 



*) Bcrnhavtl Riemtnii Gc^iiramGlio Worte, S.SO— 81. 
■?*) Siehe S. M7 IIa dip^cj rinndcs 
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Die Zahlonooeffioienten der einzelnen Grlieder des Funetionenele- 
mentes u{r,(p), welches die "Wert-he von u für alle in der Umgebung 
des Punktes a;,,, y^ liegenden Punkte darstellt, sind unabhängig von 
der GrrÖsse des Radius M desjenigen Kreises , welcher zur Bestim- 
mung dieses Funetionenelementes gewählt wird; denn zwei Functio- 
nenelemente, hergeleitet mittelst zweier Kreise, welche die Radien 
It und M' haben, wo R' ^ H ist, müssen für alle Werthe von r <i li 
mit einander übereinstimmen , und hieraus folgt die Gleichheit aller 
entsprechenden G-lieder beider Elemente. Es haben daher auch beide 
Elemente denselben Bereich der Convergenz. 

Daher eonvergirt die nach Potenzen der GrriJsse r fortschreitende 
Reihe, durch welche ein solches Fiinctionenelement dargestellt wird, 
sicher, wenn r kleiner ist als der kürzeste Abstand des Punktes x^, y„ 
von der Begrenzung des Bereiches T, beziehlich vom nächsten Punkte, 
für welchen die gestellten Bedingungen zu gelten aufhören. 

Hieraus wird gefolgert : Wenn zwei Functionen «(, i\nd tt^ , welche 
für zwei Bereiche T^ und T^ , die ein einfach zusammenhängendes 
Gebiet T* von zwei Dimensionen gemeinsam haben , den Bedingiin- 
gen I genügen , in einem noch so kleinen Theile dieses gemeinsamen 
Gebietes mit einander übereinstimmen, so stimmen sie für alle Punkte 
desselben mit einander überein, lassen sich unter Beibehaltung der 
Bedingungen I beide simultan gleich weit analytisch fortsetzen und 
stimmen längs jeder solchen Fortsetzung mit einander überein. 

Um diesen Schluss machen zu können , ist es nach dem Vorher- 
gehenden nur nöthig, zu wissen, dass die beiden Functionen auf der 
Peripherie eines Kreises mit einander übereinstimmen, ftir dessen 
Fläche beide den Bedingungen I gemas"^ erklaat sind. 

Wenn daher eine Fimctiou n im Inneien von T in einem noch so 
kleinen Bereiche von zwei Dimen'Jionen odei auf der Peripherie eines 
Kreises mit beliebig kleinem Radius, desbon Inneres ganz im Inneren 
von T liegt , für welches Gebiet die Function u den Bedingungen I 
genügt, constant ist, so ist diese Function, soweit sie unter Auf- 
rechterhaltimg der Bedingungen I fortgesetzt mrd, constant. 

§ 10. 
Der Wertk «((0) einer Fuuction zs(r, gj) für den Mittelpunkt eines 
Kreises, für dessen Fläche diese Function den Bedingungen I gemäss 
erklärt ist, ist gleich dem über die Peripherie des Kreises zu er- 
ßtrecltenden Integrale 
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2^f u(ri9)(f'(>, 



2; 

also gleich dem aritlimetischeii Mittel aus allen den Werthen, welche 
die Function u auf der Peripherie des Kreises annimmt. Wenn nun 
die Function ti überhaupt nicht constant ist, so muss es unter den 
Werthen, welche diese Function längs der Peripherie des Kreises 
annimmt, sowohl solche geben, welche grösser sind als der Werth 
m{0), als auch solche, die kleiner sind, und zwar gilt dieser Schlnss, 
wie klein auch der Itadius des Kreises sein möge. 

Hieraus folgt : Wenn die Function u nicht constant ist , so gibt 
es für jeden inneren Punkt von T solche benachbarten Punkte, für 
welche u einen grösseren, imd solche, fiir welche u einen kleineren 
Werth besitzt als für den erstbetraehteten Punkt. 

Es kann also der Werth der Function u für keinen inneren Punkt 
des Grebietes ein Maximum oder Miniraum ,9ein, (Vergl. Riemann's 
Inaagnraldissertation, Art. 11. ni.) 

Nun ist nach den Voraussetzungen I der Werth von « endlich, 
stetig und eindeutig erklärt fiir alle Punkte von T, einschKesslich 
der Begrenzung, Folglich gibt es für diese Werthe eine obere 
Grenze g. 

Nach einer BeweismetLode , welche Herr Weierstrass in sei- 
nen Vorlesungen über die Theone der analytischen Functionen mit- 
zutheilen pflegt, lässt sieh zeigen, dass es in der Ebene des Grebietes 
T mindestens einen Punkt s' von der Beschaffenheit gibt, dass, 
wenn ein beliebig kleines Gebiet, ein Theil von T, in der Umgehung 
des Punktes / abgegrenzt wird, die obere Grenze alter derjenigen 
Werthe von- m, die zu Punkten dieses Gebietes gehören, ebenfalls 
noch g ist. 

Keiner dieser Punkte Irann im Inneren von T liegen , denn er- 
stens würde in einem solchen Punkte wegen der vorausgesetzten 
; der Function u die obere Grenze g wirklieh erreicht, 
i müsate es dann — wenn ti nicht überhaupt constant ist — 
in der Umgebung jenes Punktes noch grössere Werthe von js geben, 
entgegen der Voraussetzung, dass y die obere Grenze ist. 

Es liegen also alle jene Punkte s' ausserhalb des Inneren 
von T. 

I)a die Begrenzung von T nach der Voraussetzung aus Stiiekeji 
analytischer Linien besteht, wolclie in jedem Punkte den (Charakter 
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cinci' algebraischen Curve haben, und eine solche Linie jeden Punkt 
der Ebene, dem sie unendlich nahe kommt, wirklich erreicht, ao liegt 
jeder der Punkte ä' in der Begrenzung von T, und wegen der Ste- 
tigkeit von u wird die obere Grenze g in jedem dieser Punkte s' 
wirklich erreicht. 

Auf analoge "Weise wird gezeigt, dass die untere Grenze k 
aller Werthe von u mindestens in einem Punkte der Begrenzung, 
aber in keinem inneren Punkte von T wirklich erreicht wird. 

Also liegen, wenn u nicht constant ist, alle Werthe, welche die 
Function u für die inneren Punkte des Bereiches T unter den ange- 
gebenen Voraussetzungen I annehmen kann, zwischen dem grössten 
"Werthe g und dem kleinsten Werthe Je unter denjenigen "Werthen, 
welche diese Function auf der Begrenzung von T. annimmt. 

Hieraus folgt, dass eine Function u, welche unter den Bedingun- 
gen I für einen Bereich. T erklärt ist und für alle Punkte der Be- 
grenzung den Werth hat, auch iiir alle inneren Punkte von T den 
Werth hat. 

Und: 

"Wenn zwei Functionen u imd u, für dasselbe Grebiet T den Be- 
dingungen I genügen und fiii- alle Punkte der Begrenzung des Ge- 
bietes mit einander übereinstimmen, so stimmen sie in ihren Werthen 
ganz mit einander üherein. 

Wenn es daher eine Function u gibt, welche für einen gegebenen 
Bereich T den Bedingungen I genügt, und in jedem Punkte der Be- 
grenzung einen vorgeschriebenen und längs derselben stetig sich än- 
dernden Werth besitzt, so gibt es nur eine solche Function.*) 

§ 11- 

Wenn die Integration der partiellen Differentialgleichung Jit = 
für die Fläche eines Kreises durchgeführt ist, so hat es keine Schwie- 
rigkeit, die analogen Untersucliungen für den Fall eines von zwei 

) De n le^en Pfl a^ ailie enflalte & t e lasse e ae solclie Ve allgeniai- 
e -nng z las ^ e auch od len Fall n fasse n welchem d e tet keit der 
F net ou für e ne endl che Anzahl vo P u tte le Be e ches 3 eutwede aufhört, 
nie n ew s &t o au ge etzt la s d e Fanct n he 1er An he ng an diese 
Punkte end] ch hie ht uni eine lasa es nothg st übe das Verhalten lei Function 
« lo N he Icr ngi 1 o P nkto c c s| ec pH To a sact g n a I en. Man 
?1 s 8 
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coacentrisehen Kreisen begrenzten Ringgebietes denselben Anforde- 
rungen der Strenge entaprecbend auszuführen. 

Es seien r ^ 1 imd r =: R, wo i^ > 1 sein möge , die Kadien 
der das Einggebict begrenzenden eoncentrischen Kreise, und es seien 
die Grenzbedingimgen der Einfacliheit wegen 

«(-B,») =/(<!>), «(l,if)-0, 

auf welchen FaJl bekanntlich der allgemeinere leicht zurückgeführt 
werden kann. Die Function f(<p) habe dieselben Eigenschaften wie 
in §7. 

Für diesen Fall ergibt sich nach den bekannten Methoden (vergl. 
die schon in § 4 angeführte Abhandlung des Herrn Carl Neumann, 
dieses Journal, Bd. 59) : 

M(r, 9)) = ..^.&^^^J-|.2;,^-^;p-^^(B^^sin™9> + 6,„cosffl9p), (m = l,2,...a^) 

wo »^ und &„ durch die Gleiehungeji 

1 r-^ 1 r+'' 

«„, = — / f (tl^) sin mtdf, h^^, = ~j f {ip) nasmii) äii) 

bestimmt sind. 

Diese üeihe ist füi- Ji"' ■<»•<: if unbedingt und für alle Werthe 
der Grösse fp in gleicliem Grade convergent, und die durch diese 
üeihe dargestellte Function genügt, als Function von x und y be- 
trachtet , für das Innere des Bereiches , für welchen sie erklärt ist, 
der Differentialgleichung Ju = 0. Da die Kreislioie r = 1 im In- 
neren des Convergenzgebietes liegt, so folgt die Stetigkeit der 
Function in der Nähe des Werthes r = 1 aus den bekannten Sätzen 
über die Stetigkeit von Potenzreihen im Inneren ihres Convergenz« 
bereiches. Für »■ = 1 ist in der That u(r, (p) = 0. 

Es bleibt also nur noch übrig, zu beweisen, dass diese Function 
für lim r ■'^ B, mit Ausnahme derjenigen Punkte, in denen die vor- 
geschriebenen Randwerthe eine Stetigkeitsunterbrechung erfahren, 
stetig in die Function f{ip) übergeht. 

2u diesem Zwecke subtrahire man von der Function tt{r,tp) die 
Function 

iii{r,<fi) = -ö&o + -S,„-D;r(«™sii"»9J+6„eosm^), (m = 1,2,,, .w) 
welche (vergl, § 6) für r < R mil: 
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ij">(*) 



JV—2Rr cos {ip — <p) + r' 



jdi> 



übereiii8timrat, und deren Stetigkeit aus dem Beweise in § 8 in dem 
dort angegebenen Umfange folgt. Es zeigt sicli, dass der Conver- 
genzbereicH der Potenzreihe , welche mit Hinzunabme eines Gliedes, 
das dem Logarithmus von r proportional ist, die Differenz u—u^ dar- 
stellt, weiter ist als derjenige Bereich, für welchen die in den 
Ausdrücken für u und für u^ vorkommenden Potenzreihen gleichzeitig 
eonvergiren , da dieser Convergenzbereich sich , ausschliesslich der 
Grenzen, von r = Br^ bis zu r ^ R" erstreckt. Da hiernach die 
Kreislinie r := B. nicht mehr an der Grenze, sondern innerhalb 
des Convergenzgebietes der Reihe für den Ausdruck 

Wi 2 "logj; 

liegt, so folgt hieraus die Stetigkeit dieser Function in der Umgehung 
von r = B,; überdies ergibt sich, dass die Function u~u^ für r ^ .E 
den Wcrth hat. 

Es genügt daher die dargestellte i'nnetion den gestellten Bedin- 
gungen, Dieselbe ist zugleich die einzige, welche diese Eigenschaft 
besitzt. Die Richtigkeit dieser Behauptung ergibt sich für den Fall, 
in welchem die Function *( für alle Punkte des betrachteten Gebietes 
den Bedingungen I genügt, aus § 10. 

8 12. 

An die in den ParagTaphcn 9 und 11 enthaltenen Entwickelim- 
geu können mm leicht Betrachtungen angeschlossen werden, welche 
denjenigen in vieler Beziehung analog sind, die in der Theorie der 
Functionen complexen Argumentes mit dem Cauchyschen und dem 
Laurent sehen Satze über die Entwickelbarkeit einer Function in 
eine nach Potenzen der unabhängigen Variablen fortschreitende Reihe 
verbunden werden und für diese Theorie fundamentale Bedeutung 
haben. 

Wenn eine Function m für das Innere eines mit beliebig grossem 
Radius B um den Nullpunkt als Mittelpunkt beschriebenen Kreises 
den Bedingungen I gemäss erklärt werden kann , so ist dieselbe für 
jeden beliebig grossen Bereich dm'ch eine, für alle endlichen Werthe 
von X und y couvcrgireiide Reihe darstellbar. 
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"Wenn nua überdies bekannt ist, dass dabei der Werth der Func- 
tion M, wie gross auch iJ sein möge, dem absoluten Betrage nach 
kleiner bleibt als eine endliche (von R i\nabhängige) Grrösse g, so ist 
u eine Constante. 

Wird nämlich der Grosse r ein bestimmter endlicher Werth bei- 
gelegt, und ist E grösser als r, so ergibt sich: 

»(.•,rt-»(o) = iif''(B.*K-i ,_^iZ:t-^)+ ?-^y*- 

Da nun sämmtlicbe Elemente dieses Integrals dem absoluten Betrage 
nach kleiner sind als -~ — djji , so ist der absolute Betrag von 
u{r,<p) — u{0) für alle Werthe von ip kleiner als -037-- Hieraus er- 
gibt sich, dass diese Differenz für unendlich grosse Werthe von H 
unendlich klein wird; da dieselbe jedoch von dem Werthe von B 
ganz luiabhängig ist, so folgt, dass sie den Werth hat. Ans 
§ 9 folgt daher, dass die Function u unter den angegebenen Voraus- 
setzungen überhaupt für alle Punkte der Ebene denselben constanten 
Werth ![(0) besitzt. Dieser Satz ist als ein Fundamoatalsatz zu 
betrachten und ist dem entsprechenden Satze in der Theorie der 
Functionen Gomplexen Ai'gumentes analog, den bekanntlieh Herr Liou- 
ville zuerst für doppelt periodische Functionen ausgesprochen hat. 
(Comptes rendus de l'Acadömie des scienees, Tome XIX, 1844, 2"° 
semestre, p. 1262.) 

Wenn hingegen unter übrigens unveränderten Voraussetzungen 
nur bekannt ist, dass das Produet U''^ u (It, tp) für unendlich grosse 
Werthe von R endlich bleibt ,_ wo fi eine positive Zahl und n die 
nächst grössere ganze Zahl bezeichnet, so ist in analoger Weise zu 
schliessen, dass die Reihe fiir die Function u (r, g)) nur n Grlieder hat: 

ii{r,(p) = ^f)i, + S,y'"{a^,^Bmm^ + b,.,cosm^), (m = 1,2,. ..w—l) 

dass also in diesem Falle die Function u, als Function von x und y 
betrachtet, eine ganze Function («~-l)ten Grades ist. 

Aus §11 folgt: Wenn eine Fimction u(r,ip) für ein, von zwei 
concentrischen Kreisen mit den Radien r = R, und r ;= iJj, iJj <: R^, 
begrenztes Ringgebiet T den Bedingungen I in § 1 genügt und für 
die Punkte der Begrenzung s = R^e^' und s = R^e''" für jeden Werth 
von g> beziehlieh mit den Fimotionen f\{ip) und /^(g)) übereinstimmt, 
so ist diese Function durch diese Bedingungen bestimmt, und es gibt, 
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weBB die Functionen f,(<p) und /^{(p) den in § 5 fiir die Function f{^) 
angegebenen Bedingungen genügen, stets eine solche Function. 

Diese Function wird für alle Wertlie von r, für welche Ii,-<r-<E, 
iat, analytisch dargestellt durch die Grleichung 

+S^,\iÄ„r"+Ä_^r-'")sinmq> + (B,,r'"i-B^r-°')coBmqi\ , (m=l,2,... o.) 

und zwar haben die in derselben, vorkominendeii CoeificiGntcn Ä und 
B die Wertbe 



Bl = 



B »., 


,.logB,-J,,.logB, 


A. = 
Ä^,= - 

wenn in diese 

».,) ir 


bgü,-logü, ' 


in Ausdrücken 

■..(14,*) '"•"*!#, 

cosm(i-) 



*.,.- 


-6,. 


logS,- 




b;- 


-s„-Br 



i;^-- i^=" 



t»=0,l,2,...«)) 
(l ^=.1,2} 

: wird. 

Die angegebene Reihe convergirt unbedingt, wenn JBa<:r<:i?, 
ist. Es ist wichtig, zu bemerken, dass eine Function u{r,tp) für den- 
selben Bereich nur auf eine einzige Weise durch einen Ausdruck von 
der angegebenen Form dargestellt werden kann. Für jeden Werth 
von T, für den iJ^ <:»■-< JB, ist, ergeben sich nämlich, wenn der obige 
Ausdruck für «(»-, tp) zu G-runde gelegt wird, die Gleichungen 



f 



!{^9)(?9 = (B„+^;iogr)=i 



v,ir.w) dtp = -n „ ff, 

da unter den angegebenen Voraussetzungen die Integration an den 
einzelnen Gliedern ausgeführt werden darf. Werden nuu in diesen 
Gleichungen der Grösse r zwei von einander verschiedene Werthe ÜJ 
imd B\ beigelegt, für welche Ü, < ifg < BJ <; B, hA, und werden die 
Ausdrücke, in welche «^^ und 6;_„, übergeben, wenn B!^ an die Stelle 
von "R^ gesetzt wird , beziehlich mit a^ „. und J{^^ bezeichnet , wobei 
dem Iudex l wie vorhin der Werth \ und der Wei'th ^ beizulegen 
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ist, so ergeben sich hiüi'aixs die Werthe der Cüofflciecten A und li 
eiüäentig ausgedrückt durch die Grössen a', h\ 2?; und EJ. Die 
so erhaltenen Ausdrücke haben dieselbe Form wie die oben angege- 
benen, in welche dieselben bei dem G-renznbergange 

limJ?.; = R, , liuii;; = 11, 
übergehen. 

Hieraus wird analog wie in § 9 geschlossen: Wenn die Function 
M, beziehungsweise deren analytische Fortsetzung nicht bloss für den 
Bereich 

ß, < »■ ^ if. , 

sondern für einen noch weiteren Bereich 

der jenen ersten als Theil enthält, den Bedingungen T genügt, so 
convergirt die gefundene Reihe , welche zur analytischen Darstellung 
der Function m innerhalb des engeren Bereiches dient, auch noch für 
das Innere des weiteren Bereiches und die Summe derselben stimmt 
mit der Function u oder der analytischen Fortsetzung derselben auch 
in dem weiteren Bereiche überein. 

Wenn daher eine Function m für das Innere einer Kreisfläche S 
mit dem Radius J?, mit einziger Ausnahme von deren Mittelpunkt 
4f = 0, für den es noch ungewiss ist, den Bedingiuigen I genüget, so 
ist diese Function darstellbar' diirch einen Ausdnick von der soeben 
angegebenen Form, und zwar convergiii; die in demselben vorkommende 
Reihe fiir alle Werthe von v , welche kleiner als B, und von ver- 
schieden sind. 

Wenn mm von dem Verhalten der Function *( in der Nähe des 
singulären Punktes ä' = weiter nichts bekannt ist, als dasa dieselbe 
bei der Annäherung an denselben in dem in § 7 angegebenen Sinne 
endlich bleibt, so kann geschlossen werden, dass die Coeflicienten 
^01 A_^, B_,^ einzeln den Werth haben , und zwar folgt dies ans 
dem Bildungsgesetze für diese Grössen , da bei dem Grenzübergange 
limüj = die GrrÖasen aj„, und tj,,, unter der angegebenen Vor- 
aussetzung endlich bleiben. 

Es ist daher , wenn der Werth der Function u auch für den 
Punkt Ä^ = durch den Werth der Reihe erklärt wird, die Function 
u unter den angegebenen Bedingungen auch in der Umgebung des 
Punktes ^ = stetig und genügt mit Einschluss dieses Punktes iiir 
die Fläche S den Bedingungen I. 

BchwAts, ÖOKunmoll» AlihamllnoBBn. 11. 14 
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Man vergl. hiermit Eriemaiiii's Inauguraldissertation, Art. 12. 
Tritt an die Stelle der Bedingung 

die Bediugnng 

wo jt eine positive Zahl bedeutet, so folgt durch analoge Schlüsse, 
dass der Ausdruck für die Function w, ausser anderen Gliedern, jeden- 
falls nur eine endliche Anzalil solcher Glieder enthält, in denen r zu 
einer Potenz mit negativem Exponenten erhohen ist. 
Zürich, im September 1871.*) 

) Nach der Binsendang des Te\tei dei <lji„eu Mittheiluiig imd dPi denodUn 
begleitenden Anmeituiigen an Aea Henn Herausgebei dieses Tournals ist cme Mit 
theihing des Herrn Chiistoffel „üebei die Infegration toii zviei paitiellen Difle- 
rentialgleicluingen' veröffentlicht worden, welche in Nr 18 äer Nachnchten von der 
Königlichen Gesellschaft dei Wisbenscliaflen 7n Guttingen vom IS Septembei I87I, 
■5 4S5— i6t abgediuckt ist 

In dem Inhalte diesei Miltheilnng ei blicke ich eine Bestätigung für die Auffas- 
sang dass dei fruhei übliche Nacluveis der Stetigkeit dei durch da? Pois^onaihe 
Infegial odei eine gleichgeltende Formel dargestellten Function in der Nihe des 
Randes den Anfordeiungcn an Strenge nicht lollLominen entspricht, welche in Folge 
dei 111 Bd 71 d Jouin yeiuifenthchfen Bemeikung des Heirn Heine, ■wie mn 
scheint, gestellt werden müssen 

Ferner duifte bezüglich einei auf & 445 derselben Mittheihmg entln,lteneu Pe 
merLung ,,Endlich gebort hieihin die Voiansaelzung, dass u zweite Deiiviiten habe, 
was, wenn (i-|-«i als Function von a+^i deflnirt wird, mchf gefoidert ist und eine 
Folge aus wenigei "neit gehenden Bedingungen ist" geltend zu machen lem, dass 
E ema n A 12 e ei Iniugui aldissertation die Eigebmsse dei im Att 10 

derselben a gestellten Untereachung zunächst nicht auf die Bestandtheile « and vi 
der al Tu et on 3 s coni lesen Aiguments 3. + 1/1 definirlen FuiKtion u+tt sondern 
a f den reellea Tle 1 U = ({uda — idy) der aus lenei duieh Integration hervniae 
he den F et on /( + ){iii;+irfy) anwendet, und dass für diesen die oben als Be 
1 ng gen I beze hneten Vo aussetznngen eifuUt sind Als eine Folge des in Art 10 
1er Ina g rall ssertat on R emann's bewiesenen Lehisatzes ergibt sii.h dann dass 

auch d e F et onen ^t— = «. -s — ^= —^ für das Inneie des befiachteten Gebietes 

d 8'/ 

l eile Ahle tui ge lUet Oidnungen besitzen und der partiellen Differentialgleichung 
j = ge uge H eraus scheint mir aber hei voi zugehen, dasi die beiden Voiaus 

setz nee es st ;* ^= 0" und „es ist -s— rfi — ^r-^V ein vollständiges Iiifierential 

^ ' 61/ dx 

e ne Fun 00 1 mif E ick-^i !it lut den ^oilltgOlldcn Zwe k voUk mmen 
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lieber diejenigen Fälle, in welchen die 

Gaussische hypergeometrische Reihe eine 

algebraische Function ihres vierten 

Elementes darstellt 



mclts MitlliQiuatik, Buil Ti 



Die nachfolgende Abhandlung beschäftigt eich mit der Aiifgabe: 
Alle Piille au ermitteln, in denen der linearen Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung 



(A.) ^^4- 



d^y y— (tt + ^ + l)a; äy 



dx' x(\—x) äx x{l—x) ' 

von welcher die Gaussisehe hypergeometrische Reihe 
F(€c,ß,y,x) , als Function ihi-es vierten Elementes be- 
trachtet, ein particnläres Integral ist, durch eine alge- 
braische Function von x genügt werden kann. 

Die Einleitung der G- a u s s ischen Abhandlung „Disquisitiones 
generales circa senem infinitam" enthält die Angabe einiger Fälle, 
in denen für speeielle Werthe von <x, ß, 'y die Function F(a,ß,y,x) 
eine algebraische Function von « ist. (Gauss Werke Bd. III, S. 127, 
Formel I— V.) 

Eine Programm-Abhandlung desHerrnKummer, Osterprogramm 
1834 des Gymnasiums zu Liegnitz : „De generali qiiadam aequatioue 
differentiali tertii ordinis" *) enthält die Entwickelung einer Methode, 
hypergeometrische Reihen mit einander zu vergleichen, deren letzte 
Elemente durch eine gewisse Differentialgleichung dritter Ordnung 
von einander abhängen. Die Bedcutmig dieser in mehr als einer 

*} AbgedriicJft im Journal t'üv reine luid angewandte Mathematik, Band 100, 
S. 1—9. 

14* 
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Hinsicht bemerkeiiawertheii Differentialgleicliung fiir die allgemeine 
Tlieorie der hypergeometriselien Kcilie ist bekannt. Ein specieiler 
Fall dieser DifFerentialgleicIiiiiig , zu welchem eine von dem Grund- 
gedanken jener Methode etwas verscliiedene Gedankenverbindung führt, 
ist für die Lösung des hier aufgestellten Problems von wesentlichem 
Einflüsse. 

Die erwähnte Gau ssisehe Abhandlung, die Kumm ersehe Ab- 
handlung: „Ueber die hypergeometiische Reihe", Bd. 15 dieses Jour- 
nals, die Abhandlung Bieraann's: „Beiträge zur Theorie der durch 
die G a u s 3 ische Eeihe F(a, ß, y, x) darstellbaren Functionen" { Abiand- 
lungen der Königl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, 
Bd. 7) und die nachgelassene Abhandlung von Gauss (Werke Bd. III, 
S. 207) bieten verschiedene Mittel dar , um eine -grössere Anzahl 
specieller Fälle aufzufinden, in denen F{ci,ß,y,x) eine algebraische 
Function von x darstellt; es scheint sich jedoch auf dem Wege der 
Untersuchung, der in diesen Abhandlungen eingeschlagen ist, eine 
allgemeine Methode, nach welcher sämmtliche Falle dieser Art ermit- 
telt werden könnten, nicht zu ergeben. 

Bei der in Bede stehenden Aufgabe sind zwei Fälle von einander 
zu unterscheiden: 

Erstens; Die Differentialgleichung (A.) besitzt ein pai^tieuläi-es 
Integral , welches eine algebraische Function von x ist ; diese alge- 
braische Function ist jedoch eine solche, dass sie selbst, oder dass 
ihre logarithmischc Ableitung eine rationale Function von x ist. 
In diesem Falle ist der Quotient je zweier verschiedenen Zweige 
dieser algebraischen Function eine von x unabhängige, also constante 
Grösse, und es folgt daher aus der Existenz eines solchen algebrai- 
schen particulären Integrals nicht die Existenz noch eines zweiten, 
von dem ersten linear unabhängigen algebraischen Integrales der 
Diff erentialg] eichung. 

Zweitens: Die Differentialgleichung besitzt zwei particiüäre al- 
gebraische Integrale , deren Quotient nicht eine Constante ist. Hier- 
her gehört auch der Fall, dass ein particuläres algebraisches Integral 
der Differentialgleichung existirt , dessen logarithmische Ableitung 
nicht eine rationale Function von x ist , weil in diesem Falle auch 
jeder Zweig des algebraischen Integrals ein particuläres Integral der 
Differentialgleichung ist und es dann stets zwei solche Zweige des- 
selben gibt, deren Quotient nicht constant ist. 

Für jeden dieser beiden Fälle ist die Methode der Untersuchung 
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eine andere. Art. I der naclifolgendeu Abhandlung beschäftigt sieh 
mit dem ersten Falle , die übrigen Artikel , mit Ausnahme von Arti- 
kel III, betreffen den zweiten Fall. 

Der Lauptsäcblielie Inhalt der Artikel I bis VI war Gegenstand 
einer im August 1871 in der Bitzung der mathematischen Section der 
Schweizerischen Naturforschenden Gresellsohaft gemachten Mittheilung, 
welche im Auszuge in den Verliandlungen dieser Gf esellschaft , Jahr- 
gang 1871, S. 74—77 veröfFentUcht ist.*) 

I. 

Es wird vorausgesetzt, dass die Differentialgleichung der Gr a u a s i- 
schcn Keihe ein particuläres algebraisches Integral besitzt, dessen 
loganthmische Ableitmig eine rationale Function von x ist. 

Aus der allgemeinen Theorie der Integration linearer Differential- 
gleichungen mit veränderlichen Coeiücieuten (man sehe die Abhand- 
lung des Herrn Fuchs: „Zvx Theorie der linearen Differential- 
gleichungen mit veränderlichen Coefiicienten", dieses Journal Bd. 66, 
S. 121) folgt, dass jedes Integral der Differentialgleichung (A.) für 
alle Werthe von x , mit Ausnahme der Wei-the x'= , a; ^ 1 vmd 
X =s oo, den Charakter einer ganzen Function besitzt, und dass ferner, 
wenn convergente Reihen von der Form 

.■(! + «.. + .,.•+. ..), (■')'(l+^ + ? + -). 

particuläre Integrale dieser Differentialgleichung sind, die Exponenten 

a, h, c 

beziehlich nur die Werthe 

oder l — y, « oder ß, oder y — a — ß 

haben können. 

Wenn daher die Differentialgleichung (A.) ein particuläres alge- 
braisches Integral y, besitzt , dessen logarithmische Ableitung eine 
rationale Function des Argumentes x ist, so muss dasselbe die Form 
haben 

y, = x«il^a;Yg(x), 

*) Siehe S. 172—17-1 dirsrs Biiiidcs. 
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wo a und c rationale Zahlen sind und g{x) eine ganze Function von 
X ist. Denn es ergibt sich, dass hei richtiger Bestimmung der Expo- 
ponentcn a und c das Prodnet 



^"(1- 



)-'y. 



für alle endlichen Werthe von x den Charakter einer ganzen Function 
besitzt; da dieses Produet eine algebraische Function von x ist, so 
ist dasselbe eine ganze Function dieser Variableu. 

Der Einfachheit vregen möge 5 = a gesetzt werden, Da es stets 
möglich ist, den Fall 6 = ^ durch Vertausehung von k und ß auf 
den vorigen Fall zurückzuführen, so geschieht durch die Festsetzung 
b = ß der Allgemeinheit der Untersuchung kein Abbruch. 

Wird der Grad der ganzen Fixnction g{x) mit n bezeichnet, so 
ist 6 = K := ~(a + c + «) und es entsteht folgende Tabelle: 





a 


c 


i = « 


ß 


y 


1 








— n 


ß \ 7 


2 





r-o-jj 


-M-C 


n + y 


V 


3 


1-r 





— n~a 


ß 


1-a 


4 


l-r 


t-u-f 


— n— (I— c 


n + l 


1-n 



Es soll nun gezeigt werden , dass wirklich in jedem der vier durch 
diese Tabelle chai'akterisirten Fälle die Differentialgleiohiuig (Ä.) ein 
particuläres Integral besitzt , dessen logarithmische Ableitung eine 
rationale Function von x ist. 

1". Wenn y niclit eine zwischen und — n liegende ganze nega- 
tive Zahl ist (0 incl., —n excL), so ist F{a, ß, -y, x) = F(-n, ß, y, x) 
eine algebraische mid zwar ei]ie ganze Fnuction von x vom Grrade n. 

V. Wenn dagegen y = 1 — n' ist, wo n' eine ganze Zahl be- 
deutet , für welche 1 £ n' ^ n , und es ist nicht zngleich auch ß eine 
ganze negative Zahl , ß = — n", mit der Bedingung < n" <: n', so 
verliert die Bezeichnung F(a,ß,y,x) ihren Sinn; dagegen stellt in 
diesem Falle (vergl. die Abhandlung des Herrn Kummer, dieses 
Journal Bd. 15, Formel 3 der Tabelle auf S. 52) das Integral 

x''''F(<i—'y-i-l,ß--y + l,2—'y,x) = x"'F{-~n + n', ß + n', l + n',io) 

eine algebraische und zwar eine ganze Function von x dar : für diese 
ist jedoch die Zahl a nicht gleich Null, sondern gleich n. ("Vcrgl, 3".) 
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1". "Wenn wie bisher die Zahlen n, n', n" ganze Zahlen bezeichnen 
und es ist gleichzeitig 



= 1-n', l^n'^n: ß = ~n", 0^ 



so stellt sowohl der unter l"-, als auch der unter 1'' angegebene Äus- 
driich ein algebraisches Integral der Differentialgleichung (A.) dar, 
und zwar sind diese beiden Integrale als ganze Functionen von x von 
den Graden n" und n von einander linear unabhängig. 

Bemerkung: Der unter 1'= angegebene Fall zweier, nach Poten- 
zen von X mit gauzzahligen positiven Exponenten entwickelbareu, par- 
ticulären Integrale der Differentialgleichung (A.) , welche sich nicht 
durch einen constanten Factor von einander unterscheiden , seheint 
im Widerspruch mit einem Satze des Herrn Kummer über solche 
Litegrale zu stehen, der a.a.O. auf S. 53 angegeben ist: „Wenn man 
mehrere Integi"ale der G-Ieichung (A.) hat, welche sich nach ganzen 
aufsteigenden Potenzen von x entwioliehi lassen , so können sich die- 
selben nur durch conatante Factoren unterscheiden". Dieser Wider- 
spruch ist jedoch nur ein scheinbarer, denn jener Satz ist nur unter der 
Voraussetzung hergeleitet, dass die drei Elemente cc, ß, y ganz beliebig 
seien; er erleidet in der That nur dann eine Ausnahme, wenn y eine 
negative ganze Zahl ist, und unter dieser Voraussetzung auch nur 
dann, wenn der Werth x ^0 für die Differentialgleichung ein „ausser- 
wesentHch singnlärer" Werth ist. Die Herleitiuig der Bedingung für 
das Eintreten dieses Falles findet man in Art. III und Art. VII. 

2". Wenn y nicht eine ganze negative Zahl 1 — n' ist, fiU- welche 
1 = ^'<^ ist, so stellt, vorausgesetzt, dass die Zahl y — a—ß = c 
eine rationale Zahl ist, das Integral 

[2.]*) {l~xy-''-m.?-<^,y-ß,7y^) = {l-xyFin^-y + t,-n,y,x) 

eine algebraische Function von x dar. 

2*. Wenn dagegen 5' = l—w' ist, wo l<w'^«ist, luid es ist nicht 
gleichzeitig n + t. eine ganze Zahl n", welche der Bedingung <«"< w' 
genügt , so verliert der vorstehende Ausdruck seine Bedeutung. Ist 
aber die letztere Bedingung erfüllt, so stellt, wieder unter der Voraus- 
setzung, dass y — a — ß = c eine rationale Zald ist, das IntegTal 

*) Die in [ ] beigesctKteii Zahlen [jezeichiieu die Nummer der betreffenden For- 
mel iii der Tabelle des Herrn Kummei', dieses Journal Bd. 15, S. 53 und 5S, 
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l-^ j= x'''(l-xYF{l + n + z,-n^n',l + n',x) 

eine algebraisclie Function von x dar. (Vergl, 4"^.) 

2". Wenn aber 'y = 1— n' ist, während 1 £ n' ^ « und gleielizoitig 
n-\-t = vk" ist, wo n" eine der Bedingung £ n" ■< «' genügende ganze 
Zahl bedeutet, ao stellt der unter 2* und der unter 2'' angegebene 
Ausdruck eine algebraische Function von x dar. Man sehe die Be- 
merkung zu l''. 

3^. Wenn y ^ 1— a nicht einer ganzen positiven Zahl l + ii' 
gleich ist, wo n' der Bedingung 1£«'^k genügt, und wenn a eine 
rationale Zahl bedeutet, so stellt das Integral 

[3.] x'-'-Fia-y + l, ß-y+l,2-y, x) = x"F{-n,ß + ci, l + a,x) 

eine algebraische Function von x dar. 

3''. Wenn dagegen y = 1 + n', a ^= —n\ 1^«'^«, und es 
ist nicht gleichzeitig ß — n' gleich oder gleich einer negativen gan- 
zen Zahl — n", wo < n" < n' ist, so verliert der vorstehende Ausdruck 
seine Bedeutung; ist dagegen ß — n' = —n", so stellt 

F{a,ß,y,x) = F{-n-{-n\ß,\-^n\x) 

eine algebraische und zwar eine ganze Function von x dar. (Vergl. 1*.) 
3°. Wenn aber gleichzeitig y =i 1 + n', a = — n\ 1 < b' ^ w, 
ß~n' = ~ n", ^ w" < «' ist (also < n" ■< n' = n), so stellt der unter 
3"^ und der unter ,3'' angegebene Ausdx'uek eine algebraische Function 
von X dar. Es ergeben sich daher in diesem Falle die beiden parti- 
culären algebraischen Integrale 

x'^''F{-"n, —n", l~n', x) luid F{~n-\-n', n'~n", 1 + n', x). 

4:\ Wenn y nicht eine positive ganze Zahl ist, für welche, wenn 
y := \-^n\ a = —n' gesetzt wird, die Bedingiing l<n'<w erfüllt 
ist, so stellt 

14,] x'-'-{}-xy-"-''F{\~a, 1-/-J, 2~y, x) 

= x''il-xYF{l + n + a + (; ~n, l+a,x) 

unter der Voraussetzung , dass a imd c rationale Zahlen sind , eine 
algebraische Function von x dar. 

4''. Wenn dagegen a = — n', 1 ;^ «' ^ « ist, so veidiert dei' vor- 
stehende Ausdruck seine Bedeutung', wenn niciit zugleich 
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l + n — n'+c = - n", < w" < n' 

ist ; wird von diesem Ausnahmefall abgesehen, so stellt in diesem Falle 

[2,] (l-xy-''~^F(y-a,y—ß,y,x)=:{l-xyF{li-n + z,~n + n',l + n',x), 

wenn c eine rationale Zahl ist, eine algebraische Fnnction von x dar. 
(VergL 2-.) 

4'^, Wenn endlich gleichzeitig 

(1 = — n', l^n' "^n, l + n — n' + z ^ — n", < w" <; n' 

ist, 90 stellt der iintcr 4"^ und der unter 4'' angegebene Ausdruck eine 
algebraische Function von x dar. 

Hiermit sind alle Fälle erledigt, in denen die Differentialgleichung 
(A.) ein algebraisches particuläres Integral besitzt, dessen logarith- 
mische Ableitung eine rationale Function von x ist. 

11. 

Es werde nun vorausgesetzt, die vorgelegte Differentialgleichung 
(A.) habe zwei particulare algebraische Integrale, deren Quotient 
nicht con staut ist. 

In diesem Falle ist jedes partieuläre lutegTal der Diffeiential- 
gleichung eine algebraische Function von x; also ist auch der Quo- 
tient je zweier Pai'tioulEii'lösungen eine algebraische Function von x. 

Nuu gelten folgende Sätze ; 

1. Ist 

eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung, und sind y, und y, 
zwei linear unabhängige partieuläre Integrale derselben, so ist, wie 
Abel gezeigH; hat, 

^ dx ^^ ax 

(Abel; Oeuvres t. I, p. 93. Dieses Journal Bd. 2, S. ä2.) Da in 
dem speeiellen Falle der Differentialgleichung (Ä.) 



p = - 
ist, so ergibt sich 



-(a + (3 + 1> _ y _ g + jj-y + l 
,«(!-¥) X \~x 
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(&aua3 "Werke Bil. HI, S. 222. ~ Kummer: dieses Journal Bd. 15, 
S. 61. — Riemann's Abhdlg. Art, IV.) 

Wird mm vorausgesetzt , dass y, und j/g algel^raisclie Functionen 
sind , so folgt hieraus zunächst , daas die Zahlen y und « + |5 reelle 
und zwar rationale Zahlen sein müssen. 

Aus den Formeln 9 und 10 der mehrfach erwähnten Kuram er- 
sehen Tabelle ist der Sohluss zu ziehen , dass die Zahlen a und ß 
einzeln rational sein müssen. 

Damit das allgemeine Integral der Differentialglei- 
chung der hypergeometris ehen Reihe eine algebraische 
Function von x sei, ist nothwendig, dass die drei Zahlen 
K, /3 und y reelle und zwar rationale Zahlen seien. 

Diese Voraussetzung wird für die Folge in diesem Artikel gemacht. 

2. Wenn t/, \tnd y^ algebraische Functionen von x sind, so ist 
auch — eine algebraische Function von x. 

Herr Heine machte mich darauf aufmerksam, dass dieser Satz 
auch eine Umkehrung gestattet. 

Wenn der Quotient zweier Particularlösungen y^ und 
«/, einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 

ohne constant zu sein, eine algebraische Function von 
X ist, und es ist gleichzeitig e eine algebraische Func- 
tion von X, so ist das allgenieine Integral der Diffe- 
rentialgleichung ebenfalls eine algebraische Fiinction 
von X. 

Beweis: Nach der Voraussetzung ist — '■ ^ f{^) eine aJgebi'ai- 
sche Function von x, also ist auch 

ti^' \yj ' V dx "' dx ) yl 

eine algebraische Function von x\ liieraus folgt mit Hülfe der For- 
mel (C.) 



(E.) 
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oder mit anderen Worten : Es ist y^ Uüd somit auch i/, = fix)p^ eine 
algebraische Function von x , also auch äa.B allgemeine Integral 
Ay^ + By„ wie der obige Lehrsatz aussagt. — 

Es soll nun für den Quotienten zweier Particularlösungen 
j/, und J/^ der linearen Differentialgleichung (B.) eine Differential- 
gleichung hergeleitet werden. 

Man setze, wenn C^p^ + C^y^ und Cgy,-\-C^Pg zwei Particular- 
lösungen bezeichnen, deren Quotient nicht constant ist, 

= fiy. + '^^y. 
CsPt + 0,y, ' 

Dieser Äusdniek enthält drei von einander unabhängige Constanten; 
die Differentialgleichung , welcher der Quotient s genügt , und für 
welche diese Coustanten Integrationsconstanten sind, muss also von 
der dritten Ordnung sein; und zwar kann diese Differentialgleichung 
entweder dadurch erhalten werden, dass die Verhältnisse G, : C^ ; 0, : 0^ 
durch wiederholte Differentiation eliminirt werden, oder dadurch, dass 
^2 = sy, gesetzt wird, und dass dann mit Hülfe von (B.) die pavti- 
lären Integrale ?/, und y^ eliminirt werden. 
Es ist 



^ 




^t 


(7m. , ds 


1 !/, 


= «8 % 





„ ds dv, /'d's ds ^ 




+ te-4log-|+^l<.g!/. + ii. = 0. 


S' 





Diu'ch fortgesetzte Difl'erentiation ergibt sich 

, ä' , ds ,'■ dx' \dx J , . dp 
und bei Elimination von y^ 
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dy, , / dy, Y 

^■a?'''«s-l-»'°"'+i»'J+*^ -« + **? = "■ 

In dieser Gleichtuig, welche y, nicht mehr enthält, möge der Aus- 
druck auf der linken Seite mit W{s^x), der Ausdruck auf der rechten 
Seite mit F(x) bezeichnet werden, dann ist 

^äs dH 3f^'^t 
(F.) W{s,.)=,. -^ = 25-4p--^ = FW. 

Diese Differentialgleiehuug ist ein specieller Jall derjenigen, welche 
Herr K u m m e r in der ohen erwähnten Progcammabhandlmig betrachtet : 



Man hat nämlich üu setzen: 



\d£idxJ dx^ 



gende] 


X 

a Falle ist 

; 


y- 




.) 


-«■+(r- 


+i±l). 




x{,i- 


du 
dx ~ 


.(,. 


i(l-a;) 

r 1 r-(« + /s + l 




= 2q- 
1- 




(«■ 


■1 



(G.){ _^ 

(Hinsichtlieh der Function W{s,x) vergl. dieses Journal Bd. 70, S. 116 
nebst der Verbesserung Bd. 71, S. TV; Monatsberichte der König- 
lichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Jahrgang 1B70, S. 7ß7, 
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die von derselben Äljademie heraiisgegebeue Äbliandlung des 
Bestimmung einer speciellen Minimalfläche" S, 10.)*) 



111. 

Die DifferentialgleieLmig (F.) des Art. II, in welclier für die 
Function F{cc) der gefundene Werth [siehe die Gleichung (G-.)] ein- 
znsetzen ist, sei mm nnter der Voraussetzung, dass die drei Grössen 
K, ß, y reelle Werthe haben, zur Integration vorgelegt. (Vorgl. 
„Bestimmung einer speciellen Minimalfläehe," S, 17 — 21,)**) 

"Wenn die drei Quadrate 

(l-rY. («-(?)>, (r-«-ßr 

der Reihe nach mit 



bezeichnet werden, so geht die angeführte Differentialgleichung über in 

m '\ w('! x^ = ^~^^ -i- ^ ~ ~ r-ji.' + i''— 1 

enthält also nur die Quadrate der Grössen X, (t, v. Um etwas Be- 
stimmtes festzusetzen , möge angenommen werden , dass die Zahlen 
X, (i, V, welche unter der angegebenen Voraussetzung reell sind , die 
positiven Werthe der Quadratwurzeln aus X', (i', v' bezeichnen. 

Zur allgemeinen Integration dieser Differentialgleichung genügt 
die Auffindung eines particulären Integrales , da , wenn s ^^ ö ein 
particuläres Integral ist, s = - J ■ J ebenfalls ein Integral der 
Differentialgleichung ist, welches die hinreichende Anzahl willkürlicher 
Constanten enthält. 

Für das Argument x sind die Werthe 0, cc, 1 die einzigen singu- 
lären. Wird statt der Variablen x eine rationale Function ersten 
Grades derselben s = -^ — —-- als neue unabhängige Variable ein- 
geführt, so gilt die identische Gleichung 
/'äs 



■<■'.») - (§)''^('.^)- 



*) Siehe S. 78 und S. 145 dieses Bandes und S. 13 des ersten Bandes der vor- 
liegenden Ausgabe. 

**) Siehe 8. 20—24 des ersten Bandes der vorliegenden Ausgabe. 
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Wird nun das allgemeine Integral tler otigen DifFerentialgleieliuug 
mit s(K, ii,v,x) bezeichnet, so ergeben sich atis der zuletzt angege- 
benen Gleichung folgende Formeln: 



= s(l.,^,v,x) 


wenn 


Ä = iS, 


= s(v,r,i,x) 


für 


s = 1-x 


= s(f.,X,v,x) 


für 




= S(v, A, fi, «) 


für 


_ 1 


= «(*.•',(•, 3=) 


für 




= ,{y.,v,l,.,.) 


für 


x-1 



ganz im Einklänge mit einem Satze Biemann's betreffend die von 
ihm mit P(l,^,v,x) bezeichnete Function, (ßiemann's Abhdlg. 
Art. V.) 

In der That erweist sieh die Function s{l,fi,p,x) als der Quo- 
tient zweier linear unabhängigen Zweige der Ricmannsehen Func- 
tion P(l, (l, V, x). 

Es sei nun x^^ ein nicht singulärer Werth des Argumentes und 

P(a:) = a„ + a,(x..-x^)-\----+a,,,J^x-x,y-'-'^--- 

die nach Potenzen von x—x^ mit ganzzahligen positiven Exponenten 
fortschreitende, für alle dem absoluten Betrage nach hinreichend klei- 
nen Werthe ,von x-~x„ convergente Entwickehing von F(x). Man 
setze, mit s' ein particulärcs Integral bezeichnend, 

wo die Coefficienten ö und der Bereich der Convergenz noch zu be- 
stimmen sind. Dann ist 

£ = w + *■+'*■ (---•'+■•■+•"■ (".)-+••■ 

~ir" = b, + 2b,kx-x,) + --- + m,,(''~\f" + - 

+ 2S, + 2S,i H h2S. +■■- 

-i[b,(x-x,) + b,{x~x,Y+---+b,,,(x-x,)—+---f 
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"Wml der Coefficient von {x—a^„)'"~' in der Entwickelimg von 

welcher eine ganze Fnnctioü der GrrÖssen &„ b^, ■ ■ ■ h^_^ mit ganzen 
positiven Zahlencoefficienten ist, mit G{Jj, ■■- &„_,) bezeichnet, so er- 
gibt sieb ans der Vergleichting der Grlieder mit gleich bohen Poten- 
zen von x- Xa 

<'^-> ''• = ii-if2l».-, + ie(s„ ■••»-)]■ 

Es ist also der Coeffieient h^ eine ganze Function der Grössen 
o„, «j, ■•■ a^_, mit positiven rationalen Zahlencoefficienten. Der 
Coeffieient &„ ist daher dtircb diese Grössen a eindeutig bestimmt. 
Es handelt sieb somit nur noch darum , zu beweisen , dass die Reihe 
fiir die Grösse )■; wenn in derselben die Coefficienten b auf die ange- 
gebene Weise bestimmt werden, für alle dem absoluten Betrage nach 
eine gewisse Grenze nicht überschreitenden Werthe von x — x^ con- 
vergent ist. 

Zu diesem Zwecke setze man zur Yergleichung 

'■ = "^^ "*" * + '^'^^" *«) + ■■■ + ft.(a^~«o)" + ■ ■; 

wo ^„ = 2(-z-) ; es ist also 

~2 ,2 x-x. 



hierin bezeichne ^ eine positive, nachher naher zii bestimmende Grösse. 
Aus dieser Annahme ergibt sich 

-^-^r' = a, + a,(^-x,) + ---+a,_,{x-x,T-'-i---; 



Gesetzt nun, es wäre in der obigen Gleichung «„ == «„, so würde sioii, 
wenn 6„ nach der Formel (J.) berechnet wird, 6, = ^„ = ^("f) 
ergeben , und dann würde die für die Grösse r sich ergebende Reihe 
unbedmgt oonvcrgiren, wenn l^—a^J < £. Wenu imu das Gesetz der 
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Coefdeieiiten «„ ein anderes ist und mu ^oian^ge-iftzi. "VMrd. , dass die 
Keihe 

a^ + a^{x—Xi^) + ■■ ■ + a^,(x — Xg)" + ■■■ 

für alle dem absoluten Betrage iiacli hinreichend kleinen Wertlie von 
x — x„ convergirt, so wird es jedenfalls mögKeh sein, eine von ver- 
schiedene positive Zahl | zu beatimmenj so dasa der absolute Betrag 
\a^\ von a„ für alle Werthe von n kleiner' als k„ ist, 

Wegen der vorausgesetzten Convergena muss es einen von ver- 
schiedenen "Werth der Differenz x — x^, x^ — x^ geben, für welchen alle 
Glieder der Eeihe einzeln dem absoluten Betrage nach kleiner als 
eine endliche Grösse g sind; also 

Man wähle nun % so Hein, dass sowohl %<^\x^^x^\, als auch g^ '<.^. 
"Werden dann aber nach der Formel (J.) die Coefficienten 6„ berech- 
net, so ergibt sich für den absoluten Betrag von 6„ ein kleinerer Werth 
als /5„, also convergirt die für r erhaltene Reihe sicher, wenn |a:— «„l ■< \. 

Bieser Beweis bemht auf demselben Verfahren der Vergleiohung 
von Reihen entwi ckeluDgen , welches Herr Weierstrass seit einer 
Reihe von Jahren gelegentKch der Begründung einiger Fundamental- 
sätze aus der Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichnngen in 
seinen Vorlesungen zu entwickeln pflegt, und auf dem der Beweis 
des in der Abhandlung desselben : „lieber die Theorie der analytischen 
Facultäten," dieses Journal Bd. 51, S. 43 ausgesprochenen allgemeinen 
Lehrsatzes beiiiht. 

Aus der erhaltenen Reihe ergibt sich durch Integration und Ueber- 
gang von den Logarithmen zi\ den Zahlen, bei angemessener Bestim- 
mung der durch die lategration eingeführten Constanten , 



' äx 
äx {^x—x^ 

= 7r-vT3- + ^« + ^K^-i»n)4----» 

\J. — X^) 

und durch nochmalige Integration 
1 



-I- V^{x-x^') -H \h\{x~xj- -1= • 
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WO die Grössen h' gaiia« l'unotioHen der Oocfficieiiteu b mit Tfitioiia- 
len Zalileiicoeffioicritüu sind, und dießeibcn sämintlich unbedingt con- 
vergii'en, wemi der nbsolute Betrag von in— iC„ kleiner als | ist. 

Das auf diese Weise erhaltene partictdäre Integral s' der DifFe- 
rentialgleiclmng W{s,x) = F{x), wölcliee füi' eine gewisse Umge- 
bung des nicht sijiguläi'en Pinihtes x = x^ erklärt ist, ist dui'cb die 
Eigenschaft cbarakterisirt , dasa dem Werthe x = x^ der Werth 
s = oo eataprielit; da nun dieses Integral in der Umgebung des 
"Weither. % := x„ unver^weigt ist und bei der Annäherung von x 
au den Werth x„ ebenso unendlich wird, wie {x—x^)"', m entspricht 
einem einmaligen Umlaufe der GrrösBe x um den AVerth «„ ebenfalls 
cm einmaliger Umlauf der Grösse s' um den Werth co. Wird also 
m dei Unigebiiiig des Werthes x == x^^ ein einfach ausammeuhän- 
gendei Bereich X abgegrenzt, welcher ganz im Inneren des Be- 
itiebe« \v—Xa\-<^% liegt, and wird das Gebiet aller Wei-the, welche 
day eben eikiärte E'unctioneneleraent s' für die Punkte von X anneh- 
men kann durch einen Theil S' der Ebene {s) geometrisch dargestellt, 
so liegt der iinendlieh fei-ne Punkt im Inneren dieses ebenfalls ein- 
fach zusammenhängenden Bereiches S', und zwar ist dieser unendlich, 
ferne Punkt ein einfacher Punkt der Fläche S'. 

Aus dem pai'ticulären Integrale s' entsteht das allgemeiüe Inte- 
gral durch die Gleichung s = ' . rTr- Wird das den Punkten des 
Bereiches X entsprechende, die Werthe des Integrals s bei bestimm- 
ter Festsetzung der Werthe der Constanten C geometrisch darstel- 
lende Gebiet mit 8 bezeichnet , so ergibt sich , dass die beiden Ge- 
biete 8 und S' in der bekannten Beziehung der Möbiussehen Kreis- 
verwandtschaft zu einander stehen. Der dem Punkte x„ eindeutig 
entsprechende Punkt des Bereiches 8 ist also ein einfacher Punkt 
desselben. Da nun der Punkt x^ ein beliebiger nicht singiüarer Punkt 
ist und der Bereich X bis an die singulären Punkte beliebig ausge- 
dehnt werden kann , so ergibt sich folgender Satz : Wenn in der 
Ebene des Argumentes x irgend ein einfach zusammen- 
hängender, keinen der singulären Punkte in seinem Ii 
neren enthaltender Bereich X abgegrenzt wird, so en 
spricht demselben vermittelst eines particulären Inti 
grales der Differentialgleichung W{s,x) = '^{x) ein eben- 
falls einfach zusammenhängender Bereich S, welch 
den unendlich fernen Punkt einmal oder aiehrmals 

Sehmau, Closaiiimelte AtlmndluiigOT, IL 15 
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seinem inneveii enthalten kann, dessen liinerOM ülier 
keinen Windungspuiikt enthält. 

Ist insbesondere der "Wertü x„ ein lüüM singulärer reeller 
"Werth, ixnd haben die in dei' üifFerentiiilgleichuüg vorkommenden 
Grrössen A", (i", v' reelle Werthe, wie vorausgesetzt wurde, so ent- 
sprechen bei dem particiilären 'Integraie s' den reellen, dem Werthe 
x = x„ benachbarten Wei-tben von x reelle Wei-the von s\ da sämmt- 
liche Grössen b' reelle Wertbo liaben. In der Fläche S' entspricht 
also der, den Punkt x„ entlialtenden Sti'eoke der- Äxe des lleelleu in 
der Ebene {x) eine gerade Linie und in der Fläche S demzufolge, 
allgemein zw. reden, ein Kreisbogen. 

Es ist nuu das Verhalten eines partleulären Integrales der Dif- 
ferentialgleichung in der Nähe eines singulären Werthes des Ar- 
gumentes näher zu natersuchen, Den obigen Formeln zufolge genügt 
es, diese Xlntersnchmig fttr den singulären Werth fl; = durchzuführen. 

.Es sei 



die nach Potenzen \'ün x fortschreitende Entwickeiung , welche für 
1^1 < So unbedingt convergirt. Man setze, mit s' meder ein particu- 
läres Integral bezeichnend, 



i^ 




= .'"-i±^ + M-*, 


so ist 








dl- 
dx 


= i±^ + i. + 2C,»+. 


und 








1- 


-f+(l±«i+(l+.), 



c -{- 6j it' + ■ 



Hieraus folgt, 



allgemein, wenn G[!)^.h^. 



+( 


1 + A}(6,+ l),x + -'- + h^- 


-'+■■■) 




+ ib,+ 2h^x-i [-nh^x"- 


■■+■■■) 




— ^{b,-\- b^x-i +b„^,x^- 


■'+■•■)'■ 


*. 


i'. + iK 
2 + i -. "-S'». 




6„ 


,) den Coefficiejiten von x"'' 


■ m der 
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Entwickelimg von (0, + 'b,x + ■ ■ ■ +h„_,x"-'y uacli Potenzen von x be- 
zeichnet, weleJier eine ganze 'Function der Grössen &^, ^i, ■ ■ ■ i„_i mit 
positiven Zahlencoefficienten ist, 

(K.) ?.,.=- ■----i-r-r(«.. + -''^(''^'''>''--''''-'^)' 

Es ist demnaeh ?)„ eine ganze Function der ö-rössen «(,; ■ ■ • ct^ mit po- 
sitiven Zahlencoefficienten. 

Die Convergenz ergibt sich ans dev Vergleichnng mit der Reihe 

wenn |3,, — 2f -- J , also r = ~ -^- +-E-— gesetzt wird. Dann 
ergibt sieh nämlich 

* _j,-. _ i=^ + i + .. + „,^ + . . . + „..,-. + , . . , 

da; - äx X 

«. = 2(1 + 1) (i)*. 
Ans der Annahme, daas die Reihe 

-~- + a^ + a^x + h «„«""' + ■■ ■ 

X 

für \x\ = In convergirt, folgt; Es gibt einen positiven Werth Oi ^o 
dass für alle Wertbe von n \i^„\^'^^'^i) ist. Man wähle nun | so klein, 
dass sowohl g<:|o, als auch ßgo|-c2(l-|-X); dann ist I*,J<(5„' ^^^o 
convergirt die erhaltene Reihe sicher für alle Werthe von x , für 
welche |a;| <S ist. 

Durch Integration und Uebergang von den Logaritlunen zu den 
Zahlen ergibt sich bei geeigneter "Verfügung über die duroli die In- 
tegration eingeführten Constauten 

jräx = log-i^ = logC—(l + l)\ogx+h^x + ^b,x'' + ^h^x''-i , 

dx 



yGoosle 
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wo die Gröasen V ganze ilTuüetioiieii der Grrösaen 6 mit positiven 
Zahlenüoefficienteu sind und die m Klammern etelieiide Keihe sicher 
üonvergirt, sobald Jä|-~.'|. Hieraiis folgt duroh Intcigi'ation , wenn X 
weder gleicli 0, nocli einer ganzen 2ahl gleich ist, 

., ^ /l l\x h'^^' \ , .-,, 



Wenn hingegen A gleich 0, oder einer ganzen Zahl m gleich ist, so 
kommt in der Entwickelnng von -f=,-T~ ein ölied -~ vor, weiches hei 
der IntegTation J^, log x ergibt , so dasa in diesem' -Falle ein particvi- 
läl'es Integral von der Form 

(L*) G = .x--(;H-Z'>' + ^';'a:^+---hiin!:.) + j5„log«4-6"' 

erhalten wird. Die CJoefHcieaten b" , von denen mir 6" nnhestimmt 
bleibt, sind ganze Functionen der (xrössen a. 

Der Factor B,„ ist, wenn m von verschieden ist, eine ganze 
Function der Grössen «„, a,, ■ ■ ■ k,„,^j. Znr Berechnung desselben kann 
folgende Methode dienen. 

Wird in der Differentialgleiuhnng (B.) p — — ----- gesetzt xxaA 
2 aus der Bedingung 

bestimmt, ans welcher sich 

ergibt, so sind, wie aua der Foraiel (E.) des Art. 11 folgt. 

zwei IntegraJe dieser Differentialgleichung, welcher nun die Form 
(M.) 2«-||-2(».-l) *-K„. + „,i + »,«'+- ■ ■ +<..„«"+■■ ■)!/= 
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gegebew werden möge. Wird sodann s = ff gesetzt , wo 6 aus der 
Grleichung (L*) zu entnehraeß ist, so hat das Integral y, in der Um- 
gebimg von X = den Charakter einer ganzen Function, während 
die für diesen Bereich geltende Entwickeluug desselben die Form 

annimmt. Das Integral i/, hingegen hat die Entwickelung ; 
y^ = (l+b'; x + il x'+- ■ ■){l+c,x + c,x'+- ■■} + (BJogx)p, + 0"t/, 

oder 

j/„ = 1 + Ä^x+Ä^x^+ ■ ■ ■ + A,^^_^w'~'+ * + A.^_^,x-"' + ■ • ■ 

+ {B^,,logx)x'"{l + c^x + c,x'+ ■ ■ ■) 
+ 0,,, 

Ohne dass der Allgemeinheit der Untersuchung Abbruch geschieht, 
kann nämlich angenommen werden , dass ^_,, den Werth habe , da 
dieses durch geeignete Bestimmung von C, erreicht werden kann. 
Es gibt also sicher auch ein particuläres Integral der Differential- 
gleichung (M.) von der Form Vi—C^y,, und zwar können die Coelfi- 
cienten Ä„ Ä^, • • • A,,^, und der Coeffieient B^„ , da die Existenz der 
Entwickelung ausser Frage steht, nach der Methode der unbestimm- 
ten Coeificienten berechnet werden. Hierbei ergeben sieli, wenn bis 
zu den Grliedern mit der Potenz x'"'^ fortgeschritten wird — die 
Grlieder, welche den Factor log x behalte]i, heben sieh gegen emander 
fort — folgende Gleichungen ; 

= «, + a^,A,-2-2{m-2)A„ 

= «, + a,A, + a,A,-^%Z{m~^)A,, 

= ß_, -K a„,.,A, + fl_,4 -i- a.,._,A,- -2(«- 1) i^,^.,, 

= «_, -I- a,,,,,^, -I- a,.,..,A^ + «',.,-A'.- + ß.^.,„-i-f-2)Ji.B, 

Diese Grleichungen gestatten eine succes.'iivo Auflösung. Man bezeichne 
mit Oji eine Grösse, deren beide Indices // und h unabhängig von 
einander alle "Wertho 0. 1,2, ■ ■ ■ m — ] annehmen können, und setze 

fl^j^ = M^_j, wenn h 'f^ y . 

= ~-2/!{«!— A), wenn }i,=g-\'\. 
~ 0, wenn Är~-(/-|-1.. 
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Wird die ans den m' Grröasen ffl,^ gebildete Determinante mit 1) be- 
zeichnet, so ergibt aicL 



-2-1 (m-1) 

o. -2-2(in-2) 



-2(».-2)2 



ü 



ä(,»-l)l 



Der Coeßicient J3,„ hat also den. Werth 

(N.) B ™ -- -— = B. 

' '" 2" Mi! {»K— 1)! 

Das VerschwiucTen der Determinante H ist die iiotbwendige und hin- 
reichende Bedingung daiitr, dass der betrachtete singulare Punkt 
a; = nacl] der Bezeiclinungsweise des Herrn Weierstrass ein 
ausserwe 3 entlieh singulärer Punkt sei. (Vergl. eine Abli. des H.errn 
Fuchs, dieses Jonmal Bd. 68, S.378.) 

Für)!i:=J., 2, ij, 4 ergibt sich 

J) = a^, 0^ + 2«., < + 8v«i+16ö„ «i + 2Ü<ö, + 9ö«„a,+;36<-h288fl,. 

Wenn A = ist, so ist der singulare Punkt a; = stets ein we- 
sentlich singulärer; wenn X =^ \ ist, ergibt sich als notbwendige 
lind hinreichende Bedingung dafür, dass s; = ein ansserwesentlieh 
singulärer "Werth sei, «„ = \{^-\-v){^—v) = 0. Ebenso findet man 
dnrcb wirkliche Ausführnng der Eeehnung, wobei die "Werthe der 
Coefflcienten a mit Hülfe der G-leiehung (H.) zu bestimmen sind, für 
A 5= 2, 3, 4 beaiehlich die Bedingungen (vergl. Art. VII,) ; 



Bir 1 = 2: [(^+„)-- l][(,„-,)--t] 
„1 = 3: (^-l-.)(p-«)[(p + «)--2"][<(.^y)'-2'] 
,,, A _ 4: |(p + »)'-l][(^--v)'-l][(p + v)'~3"][(,« 



— 0. 
--3"1 = 0, 



Weil in dem liier zn betrachtenden Falle reellen Worthen von x stets 
reelle Werthe der Function .F(«) entsprechen , so haben sämmtliche 
Grrössen «, also auch die Grössen fi und c, sowie die Grösse B ^ ans- 
scbllegslich reelle Werthe ; es entsprechen daher, -■- wenn fiir positive 
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Wertke von x tler Potenz x"^- ihr reeller Werth uürl in dem Falle, 
in welebeni ein logarithmisehes Glied vorkommt, dem Logarithmus 
fttr positive Werthe von x sein reeller Werth, der Constanten C" der 
Werth beigelegt wird, — kleinen reellen positiven Werthen von 
X ebenfalls reelle Wertlie von ß; es beschreiben also, während x sieh 
auf einem Theile der geradlinigen Streck« 0'--l bewegt, die Inte- 
grale ff und s' ebenfalls gerade Linien. 

Beschreibt nun die Grrösse x um den Punkt 3; = in positivem 
Sinne einen Halbkreis, und werden daiui der Vaiiablen x nur negative 
Werthe x = ~s beigelegt, so erhält a;"^' den I"actor e"^"', und es ist 
ß = e"^'^^ s"'- (1 ~h" s -\ ), es beschreiben also e und s' auch ftir ne- 
gative Werthe der G-rösse x gerade Linien. 

Ist A gleich m, und B^^ nicht gleich 0, so wächst log x um m, 
und es beschreibt 6 fiir kleine reelle negative Werthe von x wieder 
eine G-erade , welche der vorigen parallel ist und von derselben den 
Abstand S^x hat. 

Das partieuläre Integral 5 = 0"' vermittelt die conforme AIj- 
bildung eines in der Umgebung des Punktes 3: =^ auf der positiven 
Seite der Axe des Reellen liegende» Theiles der Ebene (x) (siehe 
Kg. 12 aiif S. 232) auf einen (xobietstheil , (lessen Begreuzujjg, allge- 
mein KU reden, zwei Kreisbogen enthält, welche den beiden im 
Punkte X =^ zusammenti'effenden Sti'eoken der Axe des Keellen in 
der Ebene (x) entsprechen. (Siehe die Figuren 13 und 14 auf S.S32). 
Die Tangenten dieser Kreisbogen schliessen mit einander den Win- 
kel kit ein, in dem Sinne, dass, wenn von dem Gebiete durch eine 
Kreislinie mit hinreichend kleinem Radius p ein, in der Umge- 
bung des Eckpunktes liegender Theil des Gebietes abgeschnitten 
wird, dieser abgeschnittene Theil entweder genau, oder nähemnga- 
weise die Gestalt eines Kreisseotors mit dem Centriwinkel Anr besitzt. 
Ist A gleich einer ganzen Zahl, luid j?^, nicht gleich 0, so berüh- 
ren sich beide Kreisbogen; wenn B,„ gleicli ist, so gehören die 
beiden Bogen demselben Kreise an ; ist A weder gleich 0, noch einer 
ganzen Zahl gleicli, so schneiden sich die Kreise, denen diese Kreis- 
bogen angehören, in zwei nicht zuRamnienfall enden Punkten, 

Hieraus ergibt sich, da fni' die siugulären Punkte 3; = 1, « = co 
eine analoge Untersuchung zu dem analogen .ßvgebiLisse (iiliit. Ibl- 
gender Satz: 

Die auf der ]iositiven Seite der Axe des [iccDeu in 
d e r !K b e II e d e s A r g u in c n 1; e s x liegende H a Ib c li c n e 7? w i r <] 
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ein p a ].■ t i c u 1 ä r P s I n t e g i' a 1. d fi r D i 1' ±' c !■ e n t i a 1 g 1 o i- 



c h u n g 



W{s, x) 



2x' 



^{\~xf 2x{i~x 



reelle "Werthe liabeu, con- 
ebilcTet auf einen einfacli zusammenhängen- 
einem Inneren keinen Windungspunkt enthal- 
grenzung, allgemein zu 
: bildenden Kreisbogen b e- 



wenn die drei Gr 

form a b g 

den, in s 

tenden Bereich S, des 

reden, ans drei, ein Dreieck 

steht. 

Die Winkel dieses K r e i s b o g e n d r c i e e k m S, deren Schei- 
tel den siügulären Wertben a^ = 0, .k = oo und. x ^= 1 entsprechen, 
sind beziehlich A«, fiit, V7t, 

Oder : Der Quotient zweier linear unabhängigen Par- 
ticularliisungen der Differentialgleichung der hypor- 
geometriachen Reihe vermittelt, wenn die G-rössen a,,ß,y 
reelle Werthe haben, die con forme Abbildung einer 
Kalbebeiie auf ein Kreiabogeudreieck mit den Wiukuhi 
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|1 — j-lre, |ß--/5|är, ly—a—ßl^e. Dieses KreisljogeDdreieok enthält iiacli 
dem Vorhergehenden in aeinem Inneren keinen Windnngepunht ; nur 
die Ecken desselben können zugleich Windungspunkte sein, wenn 
unter den Winkehi des Kreisbogendreieeks sich solche befinden, die 
grösser als 2m sind. (Vei'gl. dieses Journal Bd. 70, S.117.)*) 

Anmerkung. Auch für den Fall, dass eine, zwei oder alle 
drei der reellen Grössen l', (t^, v' negative Werthe haben, sind die 
verschiedeneu Blätter des der Halbebene E entsprechenden Bereiches 
S, welche alsdann Theile der Ebene (s) unendlich oft bedecken, allge- 
mein zu reden, von drei Kreisen begrenzt, während entsprechend eine, 
zwei oder drei der eigentlichen Ecken des Kreishogendreiecks ver- 
loren gehen. 

IV. 

Die gegenseitige Lage der Kreise, denen die drei Seiten des 
Kreishogendreiecks S angehören, hängt offenbar von den Zahlen A, ft, v 
ab. Diese Abhängigkeit soll Jetet näher untersucht werden. Man denke 
sich einen der drei Kreisbogen ins Auge gefasst und die Kreislinie, 
welcher derselbe angehört, mit Ä", bezeichnet. Dieser Kreisbogen 
werde von einem Punkte beschrieben , der sich so in demselben be- 
wegt, dass das Innere tles Kreishogendreiecks auf der linken Seite 
der Fortschreitungsrichtung liegt. Hierdurch ist eine einblättrige, 
einfach zusammenhängende Fläche eindeutig bestimmt, welclie von der 
Kreislinie K^ vollständig begrenzt wird, luid welche ebenfalls auf der 
linken Seite jenes Kreisbogens liegt; dieselbe möge, gleichviel ob sie 
ganz im EndKchen liegt, oder den miendlich fernen Punkt in ihrem 
Inneren enthält, mit (1) bezeichnet werden. Anf dieselbe Weise er- 
geben sich zwei andere Kreisflächen (2) und (3), welche von den 
Kreislinien K^ und K^ begrenzt werden. 

Es möge nun angenommen werden, das« die drei Zahlen X, n, v 
positive Werthe haben, imd dass zunächst keine derselben einer gan- 
zen Zahl gleich sei. 

Der dem Punkte x = entsprechende Eckpunkt L der Begren- 
zung von S ist ein zweien Kreislinien, etwa K^ und K, gemeinsamer 
Punkt. Der "Winkel von S im Punkte L betragt X%. 

Die beiden Kreisflächen (2) und (3) haben ein Kreisbogeuzweieck 
(9,3) gemein,sam. Bezeichnet X'st den Winkel desselben, so ist l' 



*) Sifihe S. sn ilinscK Bande 
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eine positive Zahl, welche kleiner als 1 ist, und zwar ist entweder 
A' = A(mod.2), oder 2-Z' = A (mod. 2). 

Es ist also wegen dieser beiden Eigenschaften die Zahl A' ein- 
deutig bestimmt; es ist nämlich k' der absolute Betrag des niodulo 2 
absolut lileinsten Restes von l. 

Ebenso sind jt' tind v' als die absoluten .Beträge der niodulo 2 
absolut lileinsten Reste von fi und v bestimmt. 

Eine Kreislinie K^ theilt die Ebene, in weleher sie Hegt, h\ zwei 
Theile, das Innere und das Aeussere der Kreislinie K^. 

Durch zwei Kreislinien fiT, und K^, welche einander in zwei von 
einander verschiedenen Punkten schneiden, wird die Ebene in vier 
Kreisbogenzweiecke getheilt, welelie zwei gemeinschaftliche Ecken 
haben. 

Tritt zu den beiden Kreisen K^ \ind K^ eine dritte Kreislinie 
K, hinzu, welche die Kreise K^ und E^ schneidet und durch keinen 
der beiden Durch Schnittspunkte von K, und K^ hindurchgeht, so sind 
zwei Fälle zu unterscheiden. 

Es liegen nämlich entweder 1) die beiden Dnrchsohnittspunkte 
von Ä", und K^ auf derselben Seite von K^, d.h. beide im Inne- 
ren, oder beide im Äeusseren von K,, oder 2) die beiden Durch- 
sclinittspunkte von K^ und K^ liegen auf verschiedenen Seiten 
von Äg, d. h. von den beiden Schnittpunkten liegt der eine innerhalb, 
der andere ausserhalb K^. 

Eür diese Eintheüung ist es gleichgültig, in welcher Reihenfolge 
die drei Kreise mit K,, K^, K^ bezeichnet werden. Im ersten Ealle 
gibt es eine , die drei Kreise orthogonal schneidende Kreislinie , an 
deren Stelle auch eine Gerade treten kann : im zweiten Falle gibt 
es keinen Orthogonalkreis. 

Im ersten Falle wird die Ebene durch die drei Kreislinien zer- 
schnitten in drei Kreisbogenzweiecke , zwei Kreisbogendreiecke und 
drei Kreisbogenvierecke ; im zweiten Falle dagegen wird die Ebene 
in acht Kreisbogendreiecke getheilt, deren Winkel sämmtlich kleiner 
als % sind. 

Man kann Jedoch auch im ersten Kallc ebenso wie iiu zweiten 
acht vei'schiedene Kreisbogendreieeke unterscheiden , deren Winkel 
sämmtlich kleiner als rc sind. Wird nämlicli zu einem der erwähnten 
Kreisbogendreieeke eins der drei anstoasenden Kreisbogenvierecke 
hinzngefligt , so entsteht ein neues Kreisbogendrojeck , und solcher 
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1 i5ee!is ; mit Hinzureclinnug der zwei bereits erwäLnten Kreis- 
ike gibt es hiernach auch für den ersten Fall im Ganzen 
acht von einander verschiedene Kreiahogendreiecke. Diese achtKreis- 
hogendreiecke entsprechen einander zu zweien sowohl in dem ersten, 
als in dem zweiten I'alle durch die Grleichheit ihrer Winkel — ab- 
gesehen von deren verschiedener Aufeinanderfolge in Bezug auf das 
Innere des Kreishogendreiecks — , so dass dieselben im Ganzen vier 
Paare bilden, deren "Winkel, wenn A"7t, [i."%, v"% die "Winkel irgend 
eines der acht Dreiecke bezeichnen , bei Weglassung des Factors % 
durch folgendes Schema dargestellt werden : 



K' l-fi" 1-v", 

Je zwei demselben Paare angehörende Dreiecke sind entweder 
völlig getrennt, so dass ihre Flächen auch nicht einen Punkt gemein- 
sam haben , oder sie haben eins der drei. Kreisbogenvierecke des er- 
sten Falles gemeinsam. 

Wie nun auch hinsichtlieh der Gebiete (1), (2), (3) über das 
Innere oder Aeussere von X,, Ä^, K^ verfügt werden möge, unter 
den acht durch diese drei Kreise bestimmten Dreiecken gibt es, wenn 
A', ;t', v die oben angegebene Bedeutung haben, stets zwei (und im 
AJlgemeinen nur zwei) demselben Paare angehörende Dreiecke mit 
den Winkeln ^'je, fi-'re, v'ji. Mit anderen Worten : 

Die Kreise, welchen die Seiten des Kreishogendreiecks S mit 
den Winkeln Aa, \i,%, vx augehören, bestimmen in derselben Ebene 
auch ein Kreisbogendreieck S' mit den "Winkeln A'm, ft'sit, v'%. 

Die zu behandelnde Aufgabe wird nun durch den Umstand eini- 
germassen vereinfacht, dass die Zahlen A, (t, v durch die absoluten 
Beträge ihrer raodulo 2 absokit kleinsten Reste 1', fi', v ersetzt wer- 
den können, ohne dass der Allgemeinheit der Untersuchung dadurch 
Abbruch geschieht. 

Ausser dem erwähnten Paare von Kreisbogendreiecken sind durch 
dieselben Kreise noch drei andere Paare von Kreisbogendreiecken 
bestimmt. Die Verhältnisse der Winkel dieser vier Dreieckspaare 
zui' Zahl JT sinrl dargestellt durch das Schema 
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Der weiteren Vereinfachimg wegen ist es uun uiitzlicli, aus die- 
sen vier , durch dieselben drei Kreislinien gleichzeitig bestimmten 
Paaren ein Paar und zwar dasjenige herauszugreifen, für welches die 
Summe der Winkel ein Minimum ist. Ein diesem Paare angehö- 
rendes Kreisbogendreieck möge mit yS", und die Winkel desselben 
mögen beziehlich mit l'V, fi"7ij v'a bezeichnet werden. 

In dem ersten der oben erwähnten Fälle gibt es stet.s ein imd 
nur ein solches Paar, für welches die Summe der Winkel kleiner als 
yt ist , nämlich das Paar der zuerst erwähnten beiden Kreisbogen- 
dreiecke, von denen das eine ganz innerhalb, das andere ganz ausser- 
halb des Orthogonalkreises liegt. 

Iii dem zweiten Falle ist für jedes der vier Paare die Summe der 
Winkel grösser als ar, und, wenn nicht l t= ^ := v = \ ist, so ist min- 
destens für eins der vier Paare die Summe der Winkel kleiner als | %. 

Als Grenafall ist der Fall zu behandeln , in welchem tinter den 
Dreiecken eins sich findet, in welchem die Summe der Winkel gleich 
JT ist, da dieser Fall nnr dann eintreten kann, wenn der Kreis K^ 
durch einen der beiden Schnittpunlcte von K, nnd K^ hindurcligeht. 

Das Kreisbogendreieck S", ftii' welches die Snmme der Winkel 
ein Minimum ist, möge das dem Kreisbog'endreieck 8 zugeordnete 
reducirte Kreisbogend]'eieck genannt werden. Für gewisse Be- 
trachtungen genügt es, das Kreisbogendreieck S durch das zugeord- 
nete reducirte Kreisbogendreieck S" zu ersetzen. 

Die Constmction eines Ki'eisbogendreiecks LMN mit zwei ge- 
radlinigen Seiten LM und LN, dessen Winkel beziehlich Aar, jiit, v% 
sind, zeigt Fig.15 für den Fall, dass A<:1, jkI, w<;1; A+^H-v^f 
ist. Die Bogen AB, BC, CD des Kreises mit dem Mittelpunkte 
entsprechen beziehKch den Centrlwinkeln ^«, Are, vre. Die Bogen AM 
und DN sind Quadranten, die Seiten ML und INL sind beziehlich 
parallel den Badien OB und 00. (In dei- Figur ist bei den AVinkel- 
bezeichimngen überall der Factor ic weggelassen.) 

Wemi ).+fi + v = 1 ist, so tritt an die Stelle des Kreisbogen- 
dreiecks ein Dreieck mit drei geradlinigen Seiten und den Winkeln 
Are, ftre, v%. 
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Damit von den beiden oben urwäbuten l^'älleii 1) und 2) der 
zweite eintrete, ist, wie eine nähere Untersnchimg zeigt, uothweudjg 
und hinreichend, dass gleichzeitig die folgenden vier Bedingungen 
erfrillt sind: 

A+(i+v>-l, -A + ^-|-v-<:l, H.-^ + v-<i., A-[-ft-w<::l. 

Wenn diese Bedingitügen erfiillt sind , und nur unter dieser Voraus- 
setzung gibt es einen Kreis mit dem Mittelpunkte L und dem Uadius 
\J0M^~0L', welcher von jeder Seite des Kreisbogendreiecks LMN in 
diametral gegenüberliegenden PunkieJi geschnitten wird. In diesem 
!Faile ist es daher möglich, durch Transtonnation mittelst reciproker 
Radien die Ebene des Kreiabogendreiecks auf eine Kugelfläche con- 
form so zu übertragen, dass dem Kreisbogendreieek LMN ein von drei 
Bogen grösster Kreise gebildetes sphärisches Dreieck entspricht. 

Das in Tig. 15 dargestellte Kreisbogendi-eieck entspricht der auf 
der negativen Seite der Axe des Eellen in der Ebene {x) liegenden 
Halbebene, wie «ich ans der Aufeinanderfolge der drei Winkel la, 
(iic, Vit ergibt. 

Der im Vorhergehenden getroffenen Festsetzung zufolge entspricht 
das Kreisbogendreieek S der aiif der positiven Seite der Axe des 
Reellen in der Ebene (x) liegenden Halbebene E. Es kann nun die 
contbrme Abbildung über jede der drei Strecken der Axe des Reellen 
— CO...0, Ü---1, l-'.-foo hinaus analytisch fortgesetzt und da- 
mit das Grebiet des Argumentes der Function s auf die auf der negativen 
Seite der Axe des Reellen liegende Halbebene E^ ausgedehnt werden. 

Für jede dieser analytischen Fortsetzungen gilt nun, weil dem 
geradlinigen Theile der Begrenzung von B eine kreislinige 
BegTenzuiig von 8 entspricht, ein sehr einfaches Geset;^. 
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Bei der Fortsetzung der AbbilcTung über eiuü der di-ei Strecken 
der Axe des Reelleu hinaua eatspricht nämlicli dfr Halbebene JS^ 
ebenso wie der Hdbebene 7i' ein Kreiabügeiidreieok , welches ndt S 
eiae Seite gemeinsam Lat, und welciieö mit S, bezeicliitel werden 
möge. Werden nun die Piinläte der beiden ilalbebeneii tl uud E, 
durch Symmetrie in Bezug auf die Axe des ßeelien einander zuge- 
cii'dnet, so geht aus dieser Zuordnung ein punlitweises Entsprechen 
der Gebiete S und S, hervor, und zwar ist dieses Entsprechen das- 
jenige, welches unter dem Namen der Möbiussclten Kreisverwandt- 
schaft oder der Transformation durch reeiproke Radien bekannt ist. 
Der Kreis, welchem die den ö-ebieten S und S, gemeinsame Seite 
angehört, ist die Birectrix dieser Verwandtschaft. (VergL Monats- 
berichte der Königliehen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 
Jahrgang 1870, S. 774.)*} 

Nach dem erwähnten Gesetze , welches wohl „Gesetz der Sym- 
metrie in Bezug aivf eine Kreislinie" genannt werden darf, kann also 
die conforme Abbildung der Halbebene E auf das Gebiet S über 
jede der drei Seiten des Gebietes S hinaus analytisch fortgesetzt 
werden. Jedes der di'ei, hei der analytischen Fortsetzung dieser con- 
formen Abbildung entstehenden , der Halbebene S^ entsprechenden 
Gebiete S^ kann eine „symmetrische Wiederholung" des Gebietes S 
genannt werden. 

Offenbar gelten nun dieselben Betrachtungen hinsichtlich der 
analytischen Fortsetzung der conformen Abbildung nach dem Sym- 
metriegesetze auch für die sjonmetrischen Wiederholungen, da diese 
ebenfalls von Kreisbogen oder geraden Strecken begTenzt sind. Es 
entsteht hieraus in der Idee zunächst eine unendliche Anzahl von 
Gebieten S und S„ d. h. von unendHeh lieleu conformen Abbildungen 
der Halbebenen E und E,, welche sämmtlich durch die analytische 
Function s und deren analytische Fortsetzungen vernnttelt werden. 

In allen den Fällen, in welchen die Fimetion s eine algebrai- 
sche Function des ArgTimentes x ist, wird die Anzahl der auf die 
angegebene Weise entstehenden, von einander verschiedenen 
Gebiete S und S, eine endliche sein. 

Da sich dieser Satz iu der Weise umkehi-en lässt , dass , wenn 
die Anzahl der von einander verschiedenen, aus der symmetrischen 
Wiederholung des Bereiche« S entstehenden Bereiche eine endliche 

^■) Siehe S, 151 diesuü Bandes. 
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iat, die JTuiictioii s eioe aigebraiaclie Function ibrea Argumentes x ist, 
so wird hierdurch die üntei'suchmig der ursprtrngUcli der ^tmctio- 
iientheorie augeliörendeii Frage auf eine georaetnsclie Aufgabe zu- 
riickgeführt, nämlidi: 

AlleKreiabogendrciecke zu i'iudei), weielie bei ihrer 
Vervielfältigung nach dem Symmetriegeaetze mir zu 
einer endlit^hen Anzahl von der Lage und der Gestalt 
nach verschiedenen Kreisbogendreiecken Aulass geben. 

Die Betrachtung der Kreise, welchen die Seiten des Kreisbogen- 
di'eieckö S und der symmetrischen "Wiederholungen desselben ange- 
hören, zeigt nun, dass dieselben Kreislinien, welche bei der Bildung 
der symmetrischen Wiederholungen des Kreiabogendreiecks S auftre- 
ten, auch flii' das zugeordnete redueirte Kreisbogendreieck S" und 
für dessen aymmetrische "Wiederholungen sich ergeben. Also ist es, 
wenn keine der drei Zahlen X, (t, v eine ganze Zahl ist , gestattet, 
für den vorliegeuden Zweck die Untersuelmng auf die Betrachtung 
des zugeordneten reducirten Kreisbogendreiecka zu beschränken. 

Die Möglichkeit einer derartigen Zui-iickführung hängt mit dem 
.Lehrsätze zusammen , dass zwischen je drei hypergeometrischen Rei- 
hen, deren erate drei Elemente sich nur um ganze Zahlen unterschei- 
den , eine identische Relation besteht , vermöge deren es im Allge- 
meinen möglich ist, jede einzelne der drei hypergeometrischen Reihen 
durch die beiden anderen, mit rationalen Functionen von x als Coeffi.- 
cienten, auszudrücken, 

V. 

"Wenn die Winkelsumme des in Art. IV erklärten reducirten 
Kreiabogendreiecks S" kleiner als it ist, so tritt von den beiden er- 
wähnten Fällen der erste ein, und es gibt daher eine reelle Kreislinie, 
welche die drei Kreise, denen die Seiten von S" angehören, orthogo- 
nal schneidet. Es möge angenommen werden, daas dieser Kreis nicht 
durch eine gerade Linie vertreten werde , weicher Fall durch eine 
geeignete vorhergehende Abbildung mittelst reciproker Radien ver- 
mieden werden kann. Es liegt dann, wie bereits erwähnt vrarde, das 
eine der beiden reducirten Kreisbogendreiecke innerhalb, das andere 
ausserhalb des Orthogonalkreises. 

Werden nun die symmetrischen Wiederholungen des innerhalb 
des Orthogonalkreises liegenden G-ebietes S" gebildet, so ergibt sich, 
dass dieselben ebenfalls ganz innerhalb des Orthogonaikveises lie- 
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gen; ferner, dass die Kreise, denen die Begienzimgen der 'symme- 
trischen Wiederbülnngen angehören , sämmtlich den Oitliogonalkreis 
rechtwinklig achneiden; endlich, dasa die Ecken der symmetrischen 
Wiederholungen von jS" der Peripherie des Orthogonalkreisea belie- 
big nahe kommen, dieselbe aber nicht wirklich erreichen können. 
I"ig. 16 zeigt eine fiir die Annahme i" = -i, jt" = |, v" = ^ ent- 
worfene Figur. 




Eei cinei enlli hei An/dhl -voi aut emanlei folgenden symme- 
trischen Wiedeiholungen haben die Ecktn -s on dei Peripherie stets 
einen endlichen Abstand, und niemals ist die Wiederholung ahge- 



Es ist daher in diesem .B'alle die Grrösse s stets eine unendlich 
vieldeutige, also transcendente Function der Grösse x. Dagegen kann 
der Fall eintreten , dass umgekehrt x eine eindeutige Function der 
Grösse s ist; dies findet statt, wenn l = A", (( = ^", v = v" ist, 
und gleichzeitig -r^ , -n -ir drei ganze Zahlen sind. Es tritt 
jedoch hierbei der bemerkenswerthe Umstand ein, dass das Grebiet 
der Variablen s auf das Innere eines Kreises beschränkt ist , und 
dasa die Peripherie dieses Kreises für jenes Gebiet eine natürliche 
Grenze bildet, über welche hinaus eine analytische Fortsetzung dea 
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zwisetien Function und AA'gument "bestellenden A'bhäiigigkeitgveTliält- 
jiisaes in dem gewöhnlicben Sinne unmöglieli ist. 

Im Jahre 1863 hat Heri' Weierstrasa in seinen Vorlesungen 
über die Theorie der analytischen Functionen auf die Möglichkeit 
eines solchen Umstandes aufmerksam gemacht. Aus de]'sclben Zeit 
rührt auch das Beispiel 

V^ = l-i-2q + 'aq'-h'äq^ + --' 

her , bei welchem der Bereich der Veränderlichkeit der complexen 
Grösse q ebenfalls auf das Innere eines Kreises besdiränkt ist; ein 
Beispiel, dessen Kenntniss ich Herrn Krouecker verdanke. 

Die Kenntniss eines Beispieles, bei welchem für den Bereich des 
Integrales einer algebraischen Differentialgleichung bei unbe- 
schränkter Variabilität des Argumentes eine natürliche Cri'enze existirt, 
und welches ebenfalls aus der Theorie der elHptiachen Tunctionen 
genommen ist, verdanke ich einer mündlichen Mittheilung des Hemi 
Weierstraas aus dem Jahre 1867; dieses Beispiel hängt mit dem 
sogleich zu betrachtenden GK'enzfalle ;t = , ft =s , j; ^= ]ia.he 
zusammen. 

Es kann noch bemerkt werden , dass in dem xQi'Hegenden Falle 
die Lage der natürlichen Grenze ausser von den Zahlen l", (i", v" 
auch noch von den "Werthen abhängt, welche den ixi dem Ausgangs- 
element vorkommenden Integrationsconstanten beigelegt werden. 

Die erste gedruckte Mittheilung Über das Auftreten natürlicher 
(rrenzen ßndet man, soviel mir bekannt- ist, in einer Abhandlung des 
Herrn Weierstrass, Monatsberichte der Königlichen Akademie der 
Wissenschaften zu Berlin, Jahrgang 1866, S. 617. Einige sachbezüg- 
liche Beispiele enthält die Programmabhaudlung des Herrn Hankel: 
„Uebei' die unendlich oft osciUirenden und unstetigen Functionen." 
Tübingen 1870.*) 

An das Vorhergehende kann die Betrachtung der beiden G-renz- 
i'älle ^"+ft"+v"= und A" + jt" 4- r" = 1 angeschlossen werden. 

In dem ersten Falle ist das Kreisbogendreieck 6'" ein Kreis-- 
bogendreieck mit drei Spitzen. 

Setzt man mit Jacobi 



4 \/(i~i')Ci-»>'r) X 



j _ 

\/{i-i')(i-*"r) ' 



*) Abgedruckt im 20ten Bande der MatliemfitiBclien Annalnn 8. G8-— 
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WO F + /e'" = .L ist, so ergibt sicli l'iir A = U, ((. = 0, v = U 
_ _ uK+VK' 

als i*"imi!tioii. von x = l^i'. -E'iii' ruello Wortlie von k imtl // haben die 
erklärten GrrÖsaen K und K' eine Ijestiimnte Bedeutung ; für complexo 
m'ögen sie durch simultane analj'tisclie Fortsetzungen' erklärt werden. 
(Yergi. Jaeobi, Fundamenta nova tlieeriae fnnetionnin cUipticaiTuu, 
p. 74; dieses Jem'nal Bd. 3, S. 194.)*) 

Aiicli 111 diesem Faüe ist der Bereich der Variablen s ein be- 
grenzter , während die Grösse ¥ eine unbeschränkt veränderliche 
Grosse ist. Hierbei ergeben sich umgekehrt ¥ und h'^ sowie alle 
Potenzen dieser Grössen als eindeutige Functioueii von s , sobald 
a, h, a', y gegeben sind. 

In dem zweiten Grenzfallo A"+fi"+"" = 1 kann das Kreisbogen- 
dreieelr B" durch ein geradliniges Dreieck mit den Winkeln ^"ir, fi."jr, v"'ji 
ersetzt werden, und zwar kann man sich in diesem Falle denken, dass 
der Badiua des Orthogonalkreises unendlich gross geworden ist. Hier- 
bei soll vorausgesetzt werden , dass von den drei ZaJilon A", fi", v" 
keine den "Werth habe. 

Die syrametriaehen Wiederholungen eines geradlinigen Dreiecks 
sind wieder geradlinige Breiecke , nnd zwar ist die Anzahl der von 
einander verschiedenen sjanmetrisehen Wiederholungen, die aus einem 
solchen Dreieck gebildet werden können , unbegrenzt. Es ist also 
auch in diesem Grenzfalle die Grösse s eine unendlich vieldeutige 
Function der Grösse x. 

Diejenigen in diesem Grenzfalle enthaltenen speciellen Fälle ver- 
dienen besondere Erwähnung, in denen umgekehrt die Grösse % eine 
eindeutige Function der Grösse s ist. Damit dies eintrete, ist es 
nothwendig und hinreichend, dass -jj-, ~i^-, —j-, ganze Zahlen seien, 
und dass A ^^ A", jt = ji", v = v" gesetzt werde. Es ist nun ent- 
weder A" = (t" = v" =^ I , oder' eine der Zahlen l", ft", v", etwa A", 
ist grösser als ^. Da -y-r sine ganze Zahl sein soll , so kann diese 
ganze Zahl nur gleich 2 sein; es folgt also A" = |; fi"-\^v" =: ^. 
Nun ist entweder fi" = v" = ^ und damit ist ein zweiter Fall 
^" = i, }i" ^= {, v" = \ aufgefunden, oder es ist eine der beiden 

'i') C. G. J, Jiicobi, Gesaumeltc Werke, Bajid I, K. 82, S, im. 
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Zalilen , etwa ji", grosser als 

so ergibt sich ;*" = ^ imd v" = ^. 

In den drei augeiiibrteu. rällen , üi welchen das betrachtete ge- 
radlioige Dreieck ein gleichseitiges, beziehnngsweise ein rechtwinldig 
gleiehschenkliges ist, oder die Winkel 30", 60", 90" besitzt, ist x eine 
einwerthige elliptische Function der dni'ch einen, in der Ebene 
der geradlinigen Dreiecke liegenden Punkt geometrisch dargestellten 
complexen G-rüsac s. 

Man würde irren , wenn man glauben wollte , die&e'^ ^eieu die 
einzigen Falle der conformen Abbildung einer Halbebene (x) auf die 
riäche eines ebenen geradlinigen Dreiecks (s) , in denen die unter 
der Voraussetzung X + fi + v = 1 bestehende Abhängigkeit zwischen 
den beiden Grössen x und s in der "Weise unbeschi'äukt umkehrbar 
sei, dass zu jedem Wertbe der Grösse s nur eine endliche Anzahl 
von Werthe» von x gehöre. Wird die Aufgabe so gefasst, so muss zu 
den bereits angeführten Fällen noch einer hinzugefügt werden, näm- 
lich der Fall A" = | , [i" = J , v" = ^ ; denn in diesem Falle ist x 
eine zweiwertbige elliptische Function eines durch eine bili- 
neare Grleichuug von der Grösse s abhängenden Argumentes u, welches 
durch das Integral 

ausgedrückt wird. 

Hiermit sind alle Fälle erschöpft , in denen die conforme Abbil- 
dung der Fläche eines geradlinigen Dreiecks auf die Fläche einer 
Halbebene durch eine analytische Fimction vermittelt wird, bei welcher 
jedem Werthe des unbeschränkt veränderlichen Argumentes nur eine 
endliche Anzahl vonWerthen der Function entspreclien. (S. dieses 
Journal Bd. 70, S. 118.)*) 

VI. 

Anders gestaltet sich die Untersuchung £üi' den zweiten der in 
Art. IV betrachteten Fälle , in welchem die Winkeisumme des zuge- 
ordneten reducirten Kreisbogendreiecks S" grösser als it ist. 

Es gibt dann keine, die drei Kreise K,, K^, K, orthogonal schnei- 
dende Kreislinie ; dagegen gibt es einen Kreis , welcher von den ge- 
nannten drei Kreisen in diametral gegenüberliegenden Punkten ge- 



•'■) Siehe S, 81 dieses Baneleü. 
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achnitteu wird , imd dessen Mittelpunkt daa Potenzoentrmii der drei 
Kreise ist. Denkt iiiaii sich nun eine Kugel eoiistrnirt , für welclie 
dies,er Kreis ein grösster Kreis ist, und projicirt man von einem der 
beiden Pole desselben die beiden Kreiabogendreiecke S und S" auf 
die Kugelfläche , so entsteht auf der Kugeloberiläche eine conforme 
Abbildung dieser Kreisbogendreiecke, und zwar entsprechen den Be- 
grenzungslinien derselben Bogen gi-Össter Kugelkreise. Es ist nun 
nützlich , statt des ebenen Kreisbogendi'eiecks S" das demselben ent- 
sprechende sphärische Dreieck mit den Winkeln X"z, (t"jr, v"}t zu be- 
trachten, welches mit S* bezeichnet werden möge. Für dieses Dreieck 
sind die symmetrischen Wiederholungen auch in dem gewöhnlichen 
engeren Sinne symmetrische oder congruente Figuren, indem jedesmal 
die Ebenen der begrenzenden Seiteu die Symmetrie-Ebenen sind. 

Es ist also die Aufgabe auf die folgende zurückgeführt: 

Alle aphärischen Dreiecke zu finden, deren symme- 
trische und congruente "Wiederholungen auf der Kugel- 
oberfläche nur zu einer endlichen Anzahl von der Lage 
nach verschiedenen sphärischen Dreiecken Anlass geben. 

Wenn das sphärische Dreieck 8* nur zu einer endlichen Anzahl 
von der Lage nach \'ersehie denen symmetrischen und congruenten 
Wiederholunge]] führt , so ist die Function s , durch welche die con- 
forme Abbildung einer Halbebene E auf dieses sphärische Dreieck S* 
vermittelt wird , stets eine algebraische Fimction. Denn die 
beiden Riemannochen Flachen welche das Gtebiet des Argumentes 
X und da^ (Tcbiet der Function b bei luihesohränktev Veränderlichkeit 
beidei Vaiiablea geometiisch daiatellen, sind in diesem FaUe ge- 
schlossene Flachen mit einei endlichen Anzahl vonBlattern. Hier- 
aus eigibt sich aber (veigl Ait 20 der Inauguraldissertation Eie- 
mann s) das^ untei dei angegebenen Voraussetzung die beiden Va- 
riablen ■> und 6 dmcli eint algebi ai^che Gfleichung mit einander 
verbunden imd 

Dieselbe Schlusswei-^e i^ eiche im Vorhergehenden angedetitet ist, 
iKt auch m dei Riemann&chen Abhandlung „lieber die Fläche vom 
kleinsten Inhalt bei gegebener Begrenzung" (Abhandlungen der König- 
lichen G-esellechaft der Wissenschaften zu Gföttingen, Band 13)*) im 
Eingange des Arl;. i'd erwälmt. Es heiset dort: „Die Minimalfläche 
ist bestimmt , soba.ld man eine der Grrössen m, tj, X, Y, Z durch eine 
der übrigen ausgedrückt hat. Dies gelingt in vielen Fällen. Beson- 

") Bernhard Eiemami, Gesammeile Werke, S. 296, 
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tleru Eeaulitimg verclieueu darunter diejenige», in welclieii -^-i - - eine 
algebraisclie Function von t; ist, Dazu ist uötliig uaä. hinreichend, 
dass die Abbildung auf der Kugel iind ihre symmetrischen und coii- 
gruenten Fortsetzungen eine geschlossene Fläche bilden , welche die 
ganze Kugel einfach oder mehrfach bedeckt." 

Diese Stelle und der Inhalt des Art. 18 derselben Abhandlung 
stehen auch in Beziehung zu dem Iiihalte eines kurzen Aufsatzes des 
Verfassers (Monatsberichte der Königlichen Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin, Jahrgang 1865, S. 149) *), in welchem unter anderem 
erwähnt ist, dass mit der conformen Abbildiuig der Gesammtober- 
flächen der regelmässigen Polyeder auf die Kugel eine Anzahl von 
Minimalfläehen zusammenhängen, auf denen unendlich viele Gerade liegen. 

TJeberhaupt kann für jeden der von Riemann in .Betracht ge- 



Function von »j ist, ein Zusanunenhang mit einem der regelmässigen 
Polyeder, zu denen im s'orliegeiiden Falle auch die regelmässigen 
Doppelpyramiden zu rechnen sind, nachgewiesen werden, insofeim als 
ein sphärisches Vieleck nebst seinen sjTiimetrischen und congruenten 
Wiederholungen auf der Kugelfläohe nur dann eine geschlossene 
Eiemanusche Flache zu bilden im Stande ist, wenn die Ebenen, in 
denen die Seiten dieses Vieleckes liegen, Synnnetrie -Ebenen eines 
regelmässigen Polyeders sind, 

Die Aufgabe, auf welche die ün1;ersiiühuug hier gefiihi't hat. ist 
bereits in einem Aufsatze Steiner's: „Einfache Beweise der isoperi- 
metrischen Hauptsätze"' [dieses J ounial .Bd. 1.8, S. 295] **) angegeben, 
aber nu]' theilweise gelöst. Die vollständige Lösung findet man in 
einer Anmei'kung zu einer anderen Abhandlung desselben Geometers 
[dieses Journal Bd. 24, S. 247]***), an welcher Stelle indess die Be- 
ziehung zu den regelmässigen Polyedern nicht erwähnt wird. 

Äus.ger den Steinerscheo A.bha.ndhinge]i ist noch eine Abhand- 
lung des Herrn C Jordan; .."Recherches sur les jjolyedi'e.'!, '' [dieses 
.Journal Bd. 66] zu nennen. 

Durch geometrische Betracbtungei] von übrigens sehr einfacher 
Natur, auf welche hier nicht näher einzugehen ist , wird die Einsicht 
gewonnen, das.s ein sphärische,? Dreieck imi.- daiui mi einer endlichen 

*) Siehe S. 1 des ersten Bandes der voi-liogeiidoii Aiisg3l)e. 
'■■") Jacob Stein er, Gesammelte Werte, Band il, H. Üi. 
'■■"■) .T,TPu1) Btchirr, nf-Mmmiillo AVrrltc, IJnnd If, ^. :\or> Aiimcv],iina und S. T^.i'i. 
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Anzahl von einander verachiedener symmetrischer oder congruentei' 
"Wiederholungen föirt, wenn die drei Ebenen, iü denen die Seiten des 
Dreiecks liegen , drei Symmeti'ie - Ebenen eines regulären Polyeders 
sind. Ausgenommen ist jedoch hierbei der Fall , in welchem zwei 
Winkel des sphärischen Dreiecks rechte "Winkel sind. Dann ist die 
nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass das sphärische 
Dreieck nur eine endliche Anzahl symmetrischer Wiederholiuigen dar- 
biete, die Bedingung, dass der dritte "Winkel mit ac commensurabel sei. 
"Wenn man nun von diesem Falle , welcher einer regelmässigen 
Doppelpyramide entspricht, absieht, und sich die Aufgabe stellt, alle 
übrigen möglichen Fälle aufzufinden , so hat man nur nöthig , die 
Durchschnitte der Symmetrie-Ebenen der regulären Körper mit einer 
concentrischen Kugelfläohe zu betrachten und alle hierbei auftretenden 
sphärischen Dreiecke aufzusuchen. 

Nach dem Vorhergehenden kann man sich damit begnügen, nur die 
von einander verschiedenen reducirten Kreisbogendreieckc S" zu be- 
trachten, welche sich hierbei ergeben. 

Dann erhält man für die Zahlen A", n", v" folgende Tabelle, welche 
so geordnet ist, daas l">ti"'^v" ist, und dass innerhalb jeder Gruppe 
die "Winkelsumme (J."+(t"-|-T'")K für den je folgenden Fall grösser 
odei mindestens ebenso gioss wie fiii den -^oiheigehenden ist 

TabelK 
entlialtend , fibgeaelieii lom sompinBaniOE Foctoi w die PogciiBahkii dei Winkel ui l 
<ieii Flächeiiinlialt dei icdnoiiton sphatiBchen Dieiecke welche a\iE emei Kii^elobei 
fläche vom Radius 1 duich die Synimetricebenen cinei concenti lachen legelmässigen 
Doppelpjiaraidc oder eines concf.ntii sehen legelm&asigen Polyeders bestimmt werden 
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Es ergibt sicli hiernach die Regel : 

Man denke sich die drei Zahlen K, jt, v, welche als rational vor- 
ausgesetzt werden , und von denen keine eine ganze Zahl sein soD, 
auf die kleinste Eeueunung gebracht uud schliesse dami wie folgt. 

1. Sind zwei von den drei auftretenden Nennern gleich 2, so ist 
s eine algebraische Function von x. (No. I der Tabelle.) 

2. Ist einer der di'ei Nenner grösser als 5, ohne dass gleichzeitig 
die lieiden anderen Nenner gleich 2 sind, so ist s eine trauscen- 
dente Function von x. 

3. Sind alle drei Nenner kleiner als 0, so bilde man die abso- 
luten Beträge H, fi', v der inodulo 2 absolut kleinfiteii l^este von 
A, ;tj V und wähle von den 4 Systemen 



1-^' ]-«' V 

dasjenige System von drei Zahlen aus , welches die kleinste Summe 
ergibt. Die. drei Zalilen dieses Systems denke man sich der Grösse 
nach mit Z", jt", v" bezeichnet, so das >l"^fi"^i'"; dann sind drei 
FfiUe zu unterscheiden : 

a. Ist die Summe A"+ft" + v" kleiner als 1. oder glciob 1, so ist 
s eine trauscendente Function von x. 

b. Ist die Siinmie grösser als 1 , wälirend jedoch das System 
A", ft", v" mit keinem der 15 Wertksysteme der angegebenen Tabelle 
übereinstimmt, so ist s eine transceudente Function von x. 

c. Stimmt aber das System A", jt", v" mit einem der 16 Wertb- 
systeme der Tabelle überehi , so ist s eine algebraische Function 
von w. — 

IndemFalle A = J, (i=^ J erhält man k = 1(1-]'), ^= -\v=a~\., 

Ficccc-hh^) = il(H-V/^)'>(l"\'-01. 

Vergl. die Formeln II und IV der Graussisclien Tabelle (Gauss 
Werke Bd. III, S. 127). Ein zweites Integral der Differentialglei- 
chung ist 



y Google 



24.8 '^11'' Tteüi'ie der Ua ussisdioii liypei'geoumti'isGln;!! RuiliH. 

Hieraus ergibt sich , dass die Gri'össe s eine rationale Function 



ersten Grrades ist von der Gi'össe I — —7^] nnd für den Grrenzt'all 
\l~\lxf 

V := von der GriSaae ilog 'W. 

Weniger einfach ist der algebraische Zusammenhang zwiaehen 
den beiden veränderlichen Grossen s und x fiir den in der obigen 
Tabelle mit II bezeichneten Fall. Es erscheint angemessen, für diesen 
Tall die Sehlnssergebnisse mit einiger Ausführlichkeit anzugeben, 

Beispiel: Untersuchung des specieUen Falles A = ^, ;t= |, ]< = |. 

Es seien |, tj, g rechtwinklige Punktcoordinaten, — Man denke 
bich ein reguläres Tetraeder in der Lage , dass zwei Gegenkanten, 
von denen die eine der |-Axe, die andere der ij-Axe parallel ist, von 
dei' g-Axe geschnitten werden. Der Coprdinatenanfang möge mit dem 
Mittelpunkte des Tetraeders zusammenfallen. Um denselben denke 
man sich mit dem Radius 1 eine Kugel beschrieben und auf dieselbe 
vom Mittelpunkte aus die Ecken, die Flächen- und Kantenmitten der 
Tetraederoberfläche projicirt. Die Symmetrieebenen des Tetraeder.^, 
in welchen jene Punkte liegen , zerlegen die Kugeloberfläche in 24 
eongi'uente sphärische Dreiecke , deren Winkel 60°, 60", 90" betrugen. 

Von dem Piinkte ^ = 0, 7j = 0, g=l aus werde nun die Kugel- 
obei-fläche auf die Ebene g = stereographisch projicirt , und ein 
Punkt dieser Frojection, dessen Coordinaten beziehlich §,, tJj, sind, 
als der geometrische liepräsentant der complexen Grosse g, + i/j * = s 
betrachtet. 

Das Tetraeder mijge diejenige der beiden, den angegebenen Bc- 
dingimgen genügenden Lagen haben, bei welcher die Ecken desselben 
den Wurzeln der Gleichung 1-2^3«*— s* = entsprechen; die Mit- 
ten der Seitenflächen entsprechen dann den Wurzeln der Gleichung 
1 H-SV'Ss'— s* = und die Kanteiunitten denWurzebi der Gleichung 
s(l + s^) = 0, zu welchen noch s = 00 hinzukommt. 

Die conforme Abbildung eines der erwähnten 24 sphärischen 
Dreiecke auf eiue Halbebene, in der Art, daas bei der Abbildung der 
ganzen Kugelobei'fläehe den Ecken des Tetraeders der Punkt x = 0, 
den Flächenmitten der Punkt a: = co, und den Kantenmitten der Punkt 
X = +1 cntspriclil-., vermittelt die (iHeiehung 
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Die Betrachtung des Werthes x = 1 fülirt auf die Identität 
(l + 2\/3s^-s7-(l-2V'3s^-s^)" = 12\/3[s(l + s^)p. 
"Wenn die Grleicliung zwisclten den Grössen x und s in Beziehung 
auf s aufgelöst und zur Abkürzung e'^ = l'- + -~- i mit 5, e^ ' ^ ö" 
mit E bezeichnet wird , so ergibt sich einer der zwölf Werthe von s 
durch die Formel 



wo s für a: = den "Werth — ^^^ besitzt. Hieraus ergeben sieh, 
wenn a == ^, /5 = — -/ä) J* "^ I gesetzt wird , unter Benutzung der 
in Art. II mitgetheilten Formeln zunächst folgende beiden particuläreu 
Integrale der Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe: 



y, = \Jd\ll~e)lx~3''^l-s''^x, p, = \/d^l~e\lx+r'\ll-B'\lx. 

Da jeder von beiden Zweigen in den anderen übergeht, wenn '^/x um 
den Punkt \lx = s einen Umlauf macht, so sind y, und y^ zwei ver- 
schiedene Zweige derselben algebraischen Function */. 

"Wenn '^/x um den Punkt »^'3: = e' einen "Umlauf macht , so geht 
yl in ~yl, yl in —y] über. Hieraus folgt, dass y* eine zweiwerthige 
Function von \/x und dass y eine vierundzwanzigwerthige Function 
von X ist. Wenn nun ^/x -am den Punkt x ^ zwei Umläufe macht, 
so gehen nach dem ersten Umlaufe die beiden Zweige ?/„ y^ in zwei 
neue Zweige y^, y^ und nach dem aweiten Umlaufe abermals in zwei 
neue Zweige y^, % über : 

y^ == ■^dVr-TTp-r'VT^, y, = S^i\ll~s'^x+dWl~'^'x, 

Da die Function y einer lineaven. Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung genügt , so müssen y^, y„ y^, y^ linear und mit constanten Coefii- 
cienten durch 3/, und y^ ausdriickbar sein ; in der Tliat ergibt sich 



Yl« (+;./,+!/■), 


;/, = j-ni-'tj.+v^ 


-~.)-'(-i>/, + ;./..), 


% = ■/- '''"' ('?/,-!- ?'..)= 



y Google 



25Ü 2iir TIiBorie der Gaiissiacheii lij-iiargeometrischeu HeiiiO: 

Nun ist 

t, + y,+y. = -4-(V'2+i«-iä-')j, + J|(« + i«-')!/, 

Hieraus folgt : 

Die confonne Abbildung der Kugeloberfläche auf die Obei'fläclie des 
regelmässigen Tetraeders wird vermittelt durcli das elliptische Integral 



Für dasselbe hat die Invariante, welche Herr "Weierstrass mit (/, 
bezeichnet, deu Werth 0, Es findet daher für die Multiplication die- 
ses Integrals mit einer dritten Einheitswtirzel e ein algebraisches 
Multiplication atheorem statt. Nun kann gefragt werden , welchen 
Ranges die hier betrachteten algebraischen Functionen, beziehungs- 
weise die Grleichnugen sind, durch welche dieselben erklärt werden. 

Die Grleichung zwischen den Grössen x und s ist vom Bange 
Null, da X durch s rational ausdriickhar ist. 

Die Grleichung zwischen den Grössen x und p, ist vom Hange 
Eins; denn es ist die Grösse x rational ausdrüekbar durch y, und 

:'■ = ll-\/3^/^i-2^;v^;^-W]^ 

Die aus dieser Gleichung hervorgehenden elliptischen Integrale sind 
) lemniscatiselie. 
1 ist die Gleichung, welche zwischen den Grössen y, und 
s besteht, vom Range Brei, so zwar, dass drei von einander linear 
unabhängige, zu dieser Gleichung gehörende Integrale erster Art trana- 
formirte elliptische Integrale sind. Vergl. einen A.ufsatz des Herrn 
Röthig, dieses Jouiiial Bd. fjß, S. 197. 
Es ergibt sich nämlich 
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Die drei Integrale erster Art sind die folgenden; 

r ds 



f gg , /"_ 

■^ ^t + 2\/3s'-s' -^ V(H- 



Das erste und das letzte dieser drei Integrale sind transformirte lem- 
niscatische Integrale, wie aus folgenden Gleiebmigen hervorgeht; 

ätf, _—l+i ds äy, _ \/2 sds 

Das zweite vermittelt die conforine Abbildung der Kugeloberfläche 
auf die Oberfläche eines regulären Tetraeders ; füi' das erste und fär das 
letzte Integral gilt also hei der Multiplicatioii mit vierten Emheits- 
wurzeln , ifiir das zweite gilt bei der Multiplicatioii mit dritten Ein- 
heitswurzehi ein algebraisches Multiplicationstheorem. 

In ähnlicher Weise, nnr mit etwas mehr Aufirand, von Rechnung, 
würden sich die in der oliigeii Tabelle ii^it IV nud VI bezeichneten 
Eälle behandeln lassen. 

Hier folgen noch die für diese Fälle zwischen den Grössen x nud 
s bestehenden Gleichungen bei einer solchen Verfügung über die dis- 
poniblen C'onstanteu, welche für da,? Schlussergebnis.? möglichste Ein- 
fachheit bewirkt. Bei dieser Grelegenheit mögen hier auch die Formeln 
einen Platz finden , dnrch welche die conforme Abbildung der Ober- 
fläche der regulären Polyeder auf die Eugelobei-fläche vennittelt wird. 

Denkt man sich ein reguläres Oktaeder in der Lage, dass seine 
Ecken auf den Coordinateuaxen liegen, so entsprechen hei der Pro- 
jection der Ecken auf die Kugel und bei der Projection der Kngel 
auf die Ebene £ = den Ecken des Oktaeders die "Wurzeln der 
Gleichung s(l— s^) = und s = co, die Mitten der Seitenflächen 
den Wurzeln der Gleichung 1 + 14s' + s* = , und die Mitten der 
Kanten den Wurzeln der Gleichimg l-33s'— 33s' + s'* = 0. 

Denkt man sich zu dem Oktaeder die Polarfigur , den Würfel, 
construirt, so erhält man dieselben Gleichungen; nur vertauschen sich 
natürlich die auf die Ecken und die auf die Mitten der Seitenflächen 
bezüglichen Gleichungen. 

Die confonne Abbildung der Kugeloberfläclie auf die Oberüäehe 
eines regulären Oktaeders wird vermittelt durch das Integral 



'-/- 



ds 
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Dieses Integral gehört zu denjenigen Integralen algebraischer Func- 
tionen, welche durch eine algebraische Transformation auf ellip- 
tische Integrale zurückgefühi-t werden können. Die Substitution ist 
hier folgende : 5 = ii' führt auf m = | / -37===- ■, durch welches In- 
tegral die Kreisfläche | ^ | < 1 auf das Innere eine 
Sechseckes in der Ebene (li) conform abgebildet wird. Setzt man 
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Näheres über die conforme Abbildung der Oberfiächc des regulären 
Oktaeders auf die Oberfläche der Kugel enthält die Boctordissertation 
des Herrn Am stein, welche in der Vierteljahrsschrift der Natur- 
forschenden Gesellschaft in Zürich, 16ter Jahrgang, 1871, R. 297—341 
abgedruckt ist. 

Die conforme , AbbUdmig dei' Kugel auf die Oberflache eines 
"Würfels wird vermittelt dui'ch das Integral « = / ■ ., _ — . . 

Auch dieses Integi'al ist durch eine algebraische Transformation auf 
ein elliptisches und zwar auf ein lemniscatisches zuriickführbar. *) 
Die Function 

4.27[s(r-s')]'" 
vermittelt die confornie Abbildung eines sphärischen Dreiecks mit 
den "Winkeln Jjt, ^z, ^m (60", 45", 90"),. dessen Ecken beziehiuigsweise 
von einer Ecke des eingesohriebeneu "Würfels , einer Ecke des einge- 
schriebenen reg-ulären Oktaeders und der Pi'ojection einer Kantenmitte 
gebildet werden, auf eine Halbebene in der Art , dass jenen Punkten 
die Punkte 0, 00, 1 entspreclien. Bei Berücksichtigiing des "Werthes 
X = 1 entsteht die identische (rleiehnng 

( 1. + Us' -h sy- 4 ■ 27 |"s ( 1 - s^i' = ( I - ;s.-j s^- m.i" -i- s'--f, 

welche Kur Lösung der Aufgabe dienen liann: DieGleichiiüg jj"— .^2* = r^ 
in rationalen Zahlen zu lösen, wenn Ä eine ganze Zahl bedeutet. 
■'■) Siclio S, 2 ilcR cvsfeii ilamlcs ilcr vorliufipnilcn Aiiagalif, 
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Denkt mau aidi in eine Kugel ein regelmässiges Ikosaedei' und 
ein regelmässige« Dodekaeder einbesehriebeD , so dass beide Ober- 
flächen in Bezug auf eine uoncentrisclie Kugel Polarfiguren sind , so 
entsprechen den Eckeu des Ikosaeders amd den Fläcbenmitten des 
Dodekaeders bei passender Lage derselben gegen das Coordinaten- 
system ausser dem AVerthe s = oo die Wurzeln der G-leickung 
^^^{s) = 0, wo fp,^(s) = s(l— lls^— s'"), den Flächenmittel! des Iko- 
saeders und den Ecken des Dodekaeders die Wurzeln der Gleichung 
y^(s) = 0, wo g),„(s) = l-f-228s^ + 494s"'-228£" + s'", den Mitten 
der Kanten beider Oberflächen die Wurzeln der Grleiehung (p^Js) = 0, wo 

^^^(s) = l-522s^~10005s'"-10005s"' + 522s" + s''=. 

Die conforme Abbildung der Oberfläche der Kugel auf die Ober- 
fläche eines regelmässigen Ikosaeders wird vermittelt durch da? L^tegral 

welches durch eine passende algebraische Substitution in ein ellip- 
tisches Integral erster Art tranformirt werden kann. 

Die conforme Abbildung der Oberfläche der Kugel auf die Ober- 
fläche eines regelmässigen Dodekaeders wird bewirkt durch das Integral 

ds 



f ds 



wobei zu bemerken ist , dass dieses Integral nicht, wie die bisher be- 
trachteten, ein transformirtefi elliptisches ist. 
[Das Integral 



=i^ 



vermittelt die conforme Abbildung der Kugelob crtläche auf die Ober- 
fläche eines halbregulären Polyeders, welche von zwölf regelmässigen 
Fünfecken und zwanzig gleichseitigen Dreiecken gebildet wird.] 

Die eonforme Abbildung der Fläche eines sphärischen Dreiecks 
mit den Winkeln \n, ^%, |jr auf eine Halbebene {x) , in der Art, 
dass den Ecken desselben beziehlich die Werthe x = 0, x = co, 
X ^ 1 entsprechen, wird herbeigeführt durch die Function 

[y..(')]' ,, 
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Unter Beriioksinhtigi^iig des "Wei'tlies ä; = "I. ergibt sioli hieraus die 
Identität 

Vli. 

.Bei den bisherigen Unter sucliußgeü wurde der Fall ausgeschlossen, 
da^s von den drei Zahlen X, (i, v eine oder zwei ganzzahlig sind. 
Dieser Fall ist jetzt zu erörtern. 

Wenn die Zahl A den "Wertli hat, so ist das Integral der Diffe- 
rentialgleichung ^{s,x) = ~F{x) eine transcendente Function von x, 
weil das früher gefundene particuläre Integral 6 in diesem Falle stets 
ein nicht verschwindendes logaritinnisches Grlied enthält. (Siehe die 
Gleichung (L*) in Axt. m.) 

Wenn nun eine der drei Zahlen, etwa X, einer ganzen Zahl m 
gleich ist, so ist nothwendig, damit das Integral s in der Umgebung 
des zngehörenden singulären Werthes x = Q den Charakter einer 
algebraischen Function besitze, dass tler Coefficient ^„ jenes logarith- 
mischen Grliedes den Werth habe, dass also der Werth x '^^ für 
die Differentialgleichung nach der Bezeichnuugsweise des Herrn Weier- 
strass ein ansserwesentlich singulärer Werth sei. 

Im Art. in ist die Bedingiuig ßir das Verschwinden jenes Coef- 
ficieuten allgemein auf das Verschwinden einer gewissen Determinante 
Z) zurückgeflihrt , welche in Beziehung auf die iu ihr vorkommenden 
Coefficienten a eine ganze ganzzahlige Function des Miten Grades ist ; 
es kommt indess nur der Coefßcient a„ wirklich in so hoher Potenz 
vor und zwar hat o" den Factor 1 ; auch ist dieses Glied das einzige 
in der Determinante D enthaltene Glied der mten Dimension, 

Es ist nun im Speciellen die Bedingung I) = für den Fall der 
hypergeometrischen Eeihe zu untersuchen. 

Ziifolge der in Art. III eingeführten Bezeiclinung isi; 

^ _ 1 — i^M-ji^— ni^ (1 — 1'^) 3! 
~fx~\ ^ """"'2(T^)"""""^"2(l^a:)^* 

Hieraus folg1, 

M„ = A(l — ■w^+jt'''-m')H-|-)({l-7/). 

Also ist 2"_D eine ganze ganzaahlige Function ^«(ten Grades von 

(i und V, und zwar ist der Coefflcient von ^^" in derselben gleich 1. 

Man kann nun zeigen , dass diese Function in 2m von ( 



y Google 



'/.UV Thtium dvA- öiiussi&oliuii liypergeometrisiiliiiu Ktilie. '265 

verscliieclene, gaiizzahlig ans f( und v gebildete .Linea rfactoron, welche 
die Greatalt 

f, + v+ (,„-,„■) 

Laben, zerlegbar ist, wo m' alle migradec ganzen positiven ZaMcu 
zu dm-chlaufen hat, welclie nicht grösser als m sind, Da die Anzahl 
der von einander verschiedenen Ausdriiohe dieser Form , wenn alle 
möglichen Zeicbeucombinationen und alle möglichen Werthe von m' 
berücksichtigt werden, genau gleich 2«« ist, so ist es nnr nöthig, nach- 
zuweisen , dass das allgemeine Integral der Differentialgleichung der 
hypergeometrischen Reihe in der Umgebung des Werthes x = 
jedesmal nnverzweigt ist , sobald zwischen ^ und v eine solche Be- 
ziehung stattfindet, dass irgend einer der 2»» soeben erklärten linearen 
Ausdrücke den Werth hat. Hieraus folgt dann, dass jeder der 2m 
Ausdrücke ein Factor von 2"'D sein muss, dass also 

ist. Filr den Zweck der vorliegenden Untersuchung kann, wenn (i und 
V Variable bedeuten , unbeschadet der Allgemeinheit — fi statt (t und 
— V statt V gesetzt werden, da in der Differentialgleichung W{s,x) =F(x) 
doch nur (i" und v^ vorkommen. Es mijge daher n = v—-(m—m') 
gesetzt werden. 

Es bezeichne m" eine ganze positive Zahl , welche kleiner als 
\m ist, nicht ausgeschlossen, so kann m.an m' = 2m"-i-i. setzen, 
also (i = v~m + 2m"+l. 

Nun ergeben sich, wenn 

also 

gesetzt wird, folgende linear unabhängigen Integrale der Differential- 
gleichung der hyp er geometrischen Reihe 

[1.] F{a, ß, y, x) = F[~ (m-l -^m"), -m"-v, - (m~l), x], 

[3.] x'--'-F{K~y-\-i,ß-y^-\,'-l^y,;^.)=^x'"F{m"+l,m~nf~v,l^m,x). 

Von diesen beiden Integralen stellt das erste eine ganze Function 
der Grösse x vom Grade m--m"—l dar, und auch, das zweite besitzt 
in der Umgebung des "Werthes x =^ den Charakter einer ganzen 
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Fv\nction. Daher ist der Wertli a; = für die DiffereutialgleichHiig 
der hypergeometrischen Reihe sowohl, als auch für die Differentialglei- 
chung W{s,x) =Y{x) ein ansserwesentlich singnlärer; folg- 
licK ist (i~v + [m--m') ein .Factor von 2"'D. 

Ebenso müssen aneh alle anderen in der Form (i.±v±(m—m') 
enthaltenen Ausdrücke Factoren von 2"D sein. Hieraus ergibt sich 

2"'Jt =, n\(i±v±{m~m')]. 

Es sind demnach mit der Bedingung des Verschwindens eines 
der 2m Linearfactoren alle möglichen Eälle erschöpft, in denen der 
"Wertb X = ein ausaerwesentlicb singnlärer Pnnkt der Differential- 
gleichnng ist. 

Um daber zu untersuchen , ob der Punkt x = für die Diffe- 
rentialgleichung (A.) ein wesentlicli oder ansserwesentlieh singulärer 
Punkt ist, bilde man die Grössen /l = 1 — y, ^ = cc — ß, v := y — k — (3 
und bezeichne die absoluten Beträge von X, (t^-v, (i-~v mit \A\, 
\(i + v\, \ii--'v\; dann ist notbwendig und hinreichend, damit x = 
ein aussei-wesentlicb singulare!' Punkt ist, dass 

1. X eine von ü verschiedene ganze Zahl «ei, und dass 

2. eine der beiden Differenzen |2[ — |ft-|"v| und !l!'-|fi— i-] eine 
ganze positive nagrade Zahl sei. 

Eb entsieht nun die Frage; Wenn :i: ^^ H ein ansserwesentlich 
singnlärer Pimkt der Differentialgleichung ist , wie fortan vorausge- 
setzt werden soll , welche Bedingung muss liinzutreten , damit das 
allgemeine lutegi'al der Diffei'entialgleichung eine algebraische Func- 
tion von X sei ? 

Wenn die Zahl v nicht eine g&nv.o Zahl b(izcichnet , so sind die 
beiden Integrale F(a, ß, y, x) und 

[7.] (l-x)'---'T(y~«, r~ß, r-x-Zi + l. l-a=) 

von eiiiancli^r linear unabhängig; das letztere Integral ist gleich 

(l~xyF{-m", ~m-l-m"+l-hv, 1 + v, l—x); 

die hier auftretende hypergeometrisehe ßeihe F stellt eine ganze 
Function von 1 — x vom Grrade m" dar, und es besitzt daher die 
Differentialgleichung (A.) zwei pai^ticuläre Integrale, deren logarith- 
mische Ableitungen rationale Functionen von X sind ; — der Fall, 
in welchem v einer negativen ganzen Zahl gleich ist, muss jedoch 
hier ausgeschlossen werden. 
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Da im Vorhergehenden die Vertauschung von v mit — v gestat- 
tet wurde , so ist überhaupt der Fall , in welchem v einer ganzen 
Zahl gleich ist, besonders zu behandein, 

Wenn v eine rationale (nicht ganze) S-ahl bedeutet, so ist dem- 
nach ausser dem Integrale F(a, ß, y, x) noch ein «weites particulä- 
res Integral [7.], welches von dem ersten linear imabhängig ist, eine 
algebraische Function der Grosse x, vorausgesetzt, dasa der Pnnkt 
a; = ein ausserwesentlicb singulärer ist. 

Es möge mm hier eine, zwei speciellc jFälie hek'effende Bemer- 
knng Platz finden , bei denen die durch die Function s vermittelte 
conforme Abbildung einiges Interesse darbietel;. 

Bezeichnet v eine positive Zahl, welche kleiner a.ls 1 ist, und 
wird X = m = 2, II = l~v, « = 0, (3 = v--l, y = ~1 gesetzt, 
80 ergibt sich s = {l~-vx){l~x)"". Diese Function vermittelt die 
conforme Abbildung der auf der positiven. Seite der Axe des Reellen 
Kegenden Halbebene (x) auf ein Gebiet, dessen Begrenzung von zwei 
G-eraden gebildet wird. (Siehe Fig. 17.) 



^^^.:" 



Durch Abbildung mittelst reciproker Radien kann dieses Gtebiet 
auf das Innere eines Kreises zurückgeführt werden, wobei die Fläche 
dieses Kreises längs eines Kreisbogens, der mit der Peripherie den 
Winkel vjt bildet, bis zn einem inneren Punkte der Kreisfläche auf- 
geschnitten erseheint. (Siehe Fig. 18.) 

Der zweite FaU wird aus dein vorigen erhalten, wenn v mit — v 
vertauscht wird. (Siehe die Figuren 19 und 20 auf S.S58,) 

Es bleibt jetzt noch der Fall zn untersuchen, in welchem ausser 
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1 auch V eiüer j _ letzt wird, wo dann nach dem 

Vorhergehenden auch ^ einer ganzen Zahl gleich ist. Damit bei 
dieser Voraussetzung das allgemeine Integral der Differentialgleichuüg 
der hyper geometrischen Reihe eine algebraische Function von x sei, 
ist Hothwendig , das» der Punkt x = 1 l'üi' dasselbe kein Verzwei- 
gungapunkt sei; wenn diese Bedingung erfüllt ist, so ist auch der 
Punkt a: = OD für das allgemeine Integral kein Verzweigungspunkt. 

Es genügt, anzunehmen, dass die drei ganzen Zahlen A, ft, v po- 
sitiv seien, da ,in die Gleichung W(SfS:) = F{x) nvir die Quadrate 
derselben eingehen. 

Als Bedingung dafür, daas der .Punkt x = ein ausaerwesent- 
Jieh siugTilärer Punkt sei, war gefunden ; 

iis muss entwedei' 

^..„j[....;( oder J(-~|(i— vj, 

wo Ifi—v] den absoluten Betrag von (i—v bezeichnet, eine positive 
ungrade Zahl sein. Hieraus folgt, dass zunächst nur zwei FäHe zu- 
lässig sind : Entweder ist von den drei ganzen Zahlen A, fi, v eine 
ungrade, während die beiden andern grade sind, oder e.s sind alle 
drei ungrade. 

Damit der Punkt a: = J. kein Verzweiguiigspunkt sei, ist noth- 
wendig, dass entweder 

■c— (t— A oder j/— |A— ft| 

eine positive ungrade Zahl sei. 

Diese beiden Forderungen sind mi 
wenn gleichzeitig A — i(i—v\ und *— |A- 



' dann mit einander vereinbar, 
■(*| positiv sind. Hieraus folgt 



X + v-^ 



A4-(:i>i'i (i + v:^ X, 
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Es miiaseii aiso die drei Grrössen X, fi, v dieselbe Eigenschaft 
haben, wie die Masszahlen der Längen der diei Seiten eines gerad- 
linigen Dreiecks: die Summe je zweier muss giossei ^em als die dritte. 

Daher sind die nothwendigen und hmieichendtn .Bedingungen 
dafür, dass das Integral der DifFerentialgleichiitig 



eine rationale Function von x sei, die folgenden: 

1. Die drei Zahlen X, (i, v müssen von verschiedene reelle 
ganze Zahlen sein. 

2. Die Summe derselben muss eine ungrade Zalil sein, 

3. Die Summe der absoluten Beträge je zweier der drei Zahlen 
muss grösser sein als der absolute Betrag der jedesmaligen 
dritten. 

Sind diese Bedingungen erfüllt, so ist auch das allgemeine Inte- 
gral der Differentialgleichung (A.) eine rationale Function der Grösse 
X, und zwar stimmen die hier sich ergebenden Fälle vollkommen mit 
denjenigen überein, welche in Art. I unter 1° und 3"; sowie unter 2" 
und 4" betrachtet sind. 

Zürich, 1872. 
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JoHtnal für i-ejiiu oni angewaiiälo MailiomibUli, Cainl 77, Seite 38-46, 

Die üacbfolgende IlDterauchang beschäftigt sicli mit der Lösung 
der Aufgabe ; Alle ebenen isothermiscbeH Curvenachaaren zu 
be,?timmei],, welche von algebraischen Curven gebildet werden. 

Eine einfach unendliche Sohaai' von ebenen Cnrven wird nach 
Lame isother misch genannt, wenn die auf ein recbtwiiildiges 
Coordinatensystem bezogene trleichnng derselben in die Form 



gesetzt werden kanii, wo c einen variablen Parameter imd u eine der 
partiellen Difi'erentialgleiohi'mg 

äx dl/' 

genügende .reelle .Piinction der Coordinaten x, y bezeichnet. 

Da es im vorliegenden Falle stets möglich ist, die Function u 
der beiden reellen Variableu x und y durch Hinznfiigung einer rein 
imaginären Function vi derselben Variablen in eine analytische Fanc= 
tion ti + m = w des complexen Argumentes x-\-yi == s 

w = M+m = f{x-\-yi) = f{ß) 

iiberzufttlireii , so entspricht jeder isotherraiachen Curvenschaar in der 
Ebene der complexen Grösse s eine analytische Function tv == f{s), 
welche die conforme Abbildung dieser Curvenschaar auf eine Schaar 
von parallelen Geraden !( = e in der Ebene der complexen Grösse 
tu vermittelt. 

Bezeichnet fp(w) = s die aus dev ümkehrung der Function 
■w = fi^s) hervorgebende analytische Function, so ergibt sich die 
TJcber einst) mmnng der oben gestellten A,ufgabe init der folgenden: 
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Alle analytischen Functionen s = x-\-'^i = ^p(w+«i) = ?> (mj) des 
complexen Argumentes tu = vi,-\-'o% zu bestimmen, welcbe die Eigen- 
schaft haben, dass bei der durch dieselben vermittelten conformen 
Abbildung von Tbeilen der Ebene («y) auf Theile der Ebene (ß) der 
Schaar paralleler Geraden et = c eine Sdiaar von algebraischen 
Ourven entspricht. 
Es sei 

ip{u-\-vi) ^ q[),{i(,Z') + %(M,i')* = Ä+ä/i =^ «, 

wo 9>, und qoj reelle Functionen der beiden reellen Variablen u und 
V bezeichnen. Ohne dass der Allgemeinheit der UntersuehuDg Ab- 
bruch geschieht, kann vorausgesetzt werden, dasa diese Functionen 
durch Reihen erklärt sind, welche nach Potenzen von u—u^ und v—v^ 
mit ganzen positiven Exponenten fortschreiten und fSi' alle Werthe 
dieser Grössen, deren absolute Beträge gewisse Grenzen nicht über- 
sehreiten , convergiren. üui'cli eine Verlegung des Nnüpuaktes in 
der Ebene {w) möge )>ewirkt werden, dass u^ = v^ ■= gesetzt wer- 
den kann. 

Es wird nun ^'oransgeaetzt , dats innerhalb des Convergenzg'ebie- 
tea dieser Potenzreihen und derjenigen Erweiterung desselben, welche, 
durch analj'tisfhe Fortsetzung erhalten werden kann, der Schaar pa- 
raUelei' Geradon » = e in der Ebene (jo) eine Schaar von Bogen al- 
gebrai'T'her Curven in dei Ebene [z) entspricht. In Folge dieser Vor- 
aussetznng besteht für jeden reellen Wertb von u , dessen absoluter 
Betrag eine gewisse Gi'enae nicht überschreitet, zwischen den Gfrössen 
X = tp^{u^v) mid y = ^^(m,??) eine algebraische Gleichung 

F{x,-^\u) = Ü, 

in weicher die Function IT eine ganze Function von x und y 
net, deren Coefficienten reell .^ind und nur von dem Parameter 



Denkt man sich in dieser Gleichung für ■£ and y tlie vorhin er- 
mahnten me'h nent 'ckelunge p { v) \ ^ { v) gesetzt, so er- 
g bt ch a le B k M gn g I Un tande , dass in der ent- 
stehend Re he ent iklm d (.ofhe len 11er ^Potenzen von v 
emzel gle ci e n n s ne huii 1 n 1 \nzahl von Gleichun- 

en welche 1 e Ve haltn s e d le i unetion F vorkom- 

n leu Coefiic ent 1 b n t one o ud zwar in der Form 

n „ente Jot nz l 1 + 1 \ \ i. 



y Google 



262 Uebei' ebene alf^etiraiscliu IsoLkei-rayi:, 

.'Dem Werthe «s = entspreche die Ciirve F{x,y) = 0. 

Tsl; diese Curve eine Ö-erade, so mache man. dieselbe mittelst 
einer geeigneten Coordinatentransformation , . bei welcher § und ij die 
neuen Coordinaten sind, zur g-Axe. Ist hingegen diese Curve nicht 
eine Gerade, so kann dui'cli eine vorhergehende oonforme Abbildung 
der Ebene {z) vermittelst eiiier algebraischen Function 'c, bewirkt 
werden, dass die Curve .F(a:,jr) = in der Ebene (s) und die Gerade 
•)j = in der Ebene der complesen Grösse £; = | + iji einander ent- 
sprechen, Zu diesem Zwecke denke man sich die Ebene (^) etwa 
durch diejenige algebraische 'Function g des complexen Argumentes ä 
conforni. abgebildet, welche bestimmt ist durch die Gleichung 



i'(s/.^)=0. 



und von welcher ein Zweig die Bedingung ertulU, dass deij. Punkten 
des au betrachtenden Stückes der Curve F ix., «/) = reelle "Werthe 
von £ entsprechen. 

Allen algebraischen Cvu'ven in der Ebene {£) entsprechen bei die- 
ser conformen Abbildnug algebraische Curven in der Ebene (g). Eben- 
falls entspricht der der Betrachtung zu Grunde gelegten isothermi- 
schen Curvensehaar in der Ebene {z) eine isothermische Cuiwenschaar 
in der Ebene (£). 

Da die dui'oh die Gleichungen F f g, * -.- - J = 0, z = 9(w) er- 
klärte Function des eomplexen Ai'gumentes w = u-\'Vi 
l = S, + rji = ip{u-\-vi) = i^(w>) 

die Eigenschaft besitzt, dass für alle rein imaginären 'Werthe des 
Argumentes, deren absoluter Betrag eine gewisse Grösse nicht über- 
sehreitet, der 'Wertli der Eunetion reell ist,- so entspricht bei der 
durch diese Ennction vermittelten conformen Abbildung einem Stücke 
der Geraden « = in der Ebene (w) ein Stück der Geraden ij = 
in der Ebene (£;), und je zwei Punkten u+vi und —u + vi der Ebene 
(id), welche in Beziehung auf die Gerade « ^ Ü symmetrische Lage 
haben, entsprechen in der Ebene (£) zwei in Beziehung auf die Gerade 
1) = symmetrisch liegende Piinkte S + ''!' fi^d g— iji. Es bestehen 
also neben einander die Gleichungen 

ij(u-^vi) = i + rii, 
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Weil nun in Folge der Torauseetzung die der Scliaai' pai'alleler 
G-eradeii u ^= c entsprechende Curvensehaar in der Ebene (£) eine 
Schaar algebraischer Curyen ist, so besteht fiir jeden Werth von u 
zwischen | und ij eine algebraische Gleichung, deren (foefficienten 
nur von « abhängen. Also besteht auch awiscben ip (u + vi) nnd 
i>{—u + vi) eine algebraische Grleiehnng, deren Coefficienteu ebenfalls 
nur von der Grösse ti abhängen. 

Ohne dass der Allgemeinheit der Untersnchimg Eintrag geschieht, 
kann die Function -^{11 + vi) als eine Reihe angenommen werden, 
welche nach Potenzen von u-i-vi mit ganzen positiven Exponenten 
fortschreitet. Hieraus folgt, dass die algebraische Gleichung zwischen 
^{u-\-vi) und ■^{~u-\-vi), bei deren Herleitung voraiisgesetzt wurde, 
dass der Variablen v reelle Wertlie beigelegt werden , identisch für 
alle "Werthe von v erfüllt ist, tÜ!.' welche die in Betracht konnnenden 
Reihen convergiren. 

Setzt man nun —ii + oi = w, so ist ti + vi = iv--l-2u, und man 
gelangt, wenn man die GrÖsben iv und 2« wieder mit Jt> nnd tt be- 
zeichnet, zu dem Satze, dass innerhalb der durch die Convergena der 
in Betracht Iiimimeuden Keihen liedbigteii Grenzen zwisclien 

ijf(tv) und 'i/i(w + m) 

eine algebraische Gleichung besteht, in welcher die allein von der 
Grösse u abhängenden Coefficienten als Keihen aijgenoiumen werden 
können, welche nach Potenzen von u mit ganzen j>ositiven Exponen- 
ten fortschreiten. 

Für alle dem absoluten .Betrage iiacli liiureielieud kleinen Werthe 
von w und m ist nun die Function il>{w-\-u) in eine nach Potenzen 
der Grösse m fortschreitende convergente Reihe 

■tl.(w + u) = 'ip{w) + f'(iv)u + -^4'"{w)n'' + ■■■ 

entwickelbar. Diese Entwiekeluiig denke man sich in der zwischen 
iIi{id) und i!?{io + u) bestehenden Gleichung für tlriw+u) gesetzt und 
die entstehende Gleichung nach Potenzen von u geordnet. Dann er- 
gibt aich, da diese (rleichung tiir aEe innerhalb des Convergenzbc- 
reiehes liegenden Wertlic von ti erfüllt sein inuss, dass die Coefficien- 
ten der verschiedenen Potenzen \'0]i n einzeln gleich sein müssen. 

Hieraus folgt zunächst, dass zwischen ^(w) und ^'{w) eine al- 
gebraische Gleichung mit eonstanten Coefflcienten bestehen luuss. 

Die angestellte Untersuchung hat. somit ergi-ben, das,': unter den 
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angegebenen Voraussetzungen -y-^- = -— eine alge"braiselie 
Fimction von il!{v>)=t,, mithin w = u + vi clas Integral einer al- 
gebraischen Function von s = x-^yi sein niuss. Diese Be- 
stimmung der Function w = f{ii) ist aber, wie man sich leicht über- 
zeugen kann, noch zu weit. 

Die zwischen I^(^y) und ^{zo + iO bestehende algebraische Glei- 
chung, deren G'oefficienteu von n abhängen, denke man sieh nun in 
Beziehung auf w differentürt *) und diese Differentiation so oft wie- 
derholt, bis man eine hinreichende Anzahl von Gleichungen zur Be- 
stimmung der Verhältnisse der allein von der Grösse u abhängenden 
Ooefficienten erhalten hat. Denkt man sich hierauf in dem Resultate, 
welches den gemachten Voraussetzungen zufolge von dem speoiellen 
Werthe der Variablen iv unabhängig sein muss, dieser Variablen den 
Werth beigelegt, so gelangt man zu dem Schlüsse, dasa jene Ver- 
hältnisse durch die Function ifi (m) und eine endliche Anzahl von Ab- 
leitungen dieser Function rational ausdrückbar sind. Da nun die 
Ableitungen von il^iii) mittelst der zwischen '^{u) und i/''(w) beste- 
henden algebraischen Gleichung eliminirt werden können , so ergibt 
sich aus der zwischen ■^{iv) und iliiw+u) bestehenden algebraischen 
Gleichung, deren Coefßcienten noch von der Grösse u abhängen, eine 
algebraische Gleichung zwischen den drei Grössen ^(m), ^(«u) und 
tpiu-^tv) mit Constanten Ooefficienten. Mit anderen Worten: Die 
Function ^{w) besitzt ein algebraisches Additionstheorem. 

Da nun die Function fp{w) mit der Function ^/{id) durch eine 
algebraische Gleichung verbunden ist, so besitzt auch die Function 
(p{w) ein algebraisches Additionstheorem. 

Es ist also durch die vorhergehende Untersuchung dei' Satz be- 
wiesen ; Wenn eine Function fp{iv) des complexen Argumentes 
w = tt->rvi die Eigenschaft hat, dass, während u und v zwei reelle 
Veränderliche bezeichnen , für jeden constanten Werth der Grösse u 
zwischen dem reellen und dem imaginären BeatandtheUe der Function 
<p{u-^vi) eine algebraische Gleichung besteht, so besitzt diese Func- 
tion ein algebraisches Additionstheorem. 

Nun ist eine analytische Function eines Argimientos iv, welche 

*) Vei'gl. die Abhandlung Abel's: Methode geu^rale de trouver des foüctions d'une 
seule naantitö variable lorsqu'ime propri^tö de ces fonctions est exprimee par nne 
öqnation ontrc deiis variables ind^pentlantes , Oeiivi'GS T. TT. p. 213—221. Nouvelln 
lidition T. 1, p, 1. 
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ein algebraisches Additionstheorem Ijesitzt, nach einem fundamentalen 
Lehrsätze, welchen Herr Weieratrass aufgestellt und bewiesen 
hat, und dessen Keuntniss ich den Vorlesungen desselhen verdanke, 
entweder 

I. eine algebraische Function von to, 
oder, wenn (i eine passend gewählte Constante bezeiohnetj 

IL eine algebraische Function der Exponentialfunction e'"", 
oder 

in. eine algebraische .Fiinctiou einer elliptischen Function 
im engeren Sinne, z. E. von sin am (fiw ;Ä). 

Dieser Satz, welcher die analytische Natur der elliptischen Func- 
tionen noch charakteristischer ausspricht, als deren doppelte Periodi- 
cität dies zu thun geeignet ist, fahrt auch zu den Fundamental- 
systemen der isothermischen algebraischen Curvenschaaren , d.h. 
solchen Schaaren isothermischer algebraischer Curven, aus denen alle 
übiigen durch conforme Abbildung mittelst algebraischer Func- 
tionen hergeleitet werden können. 

Wird IV = u + vi gesetzt, so ist im ersten Falle die Schaar der 
parallelen Geraden u = c selbst das Fundamentalsystem. 

Damit im zweiten Falle der Schaar paralleler Greraden u = c 
eine Schaar algebraischer Curven entspreche, ist erforderlich, 
dass der Multiplicator ji entweder einen rein imaginären, oder einen 
reellen Werth habe. Die beiden Fundamentalsysteme dieses Falles 
sind : Die Schaar aller durch einen Punkt gehenden Geraden und die 
zu dieser Schaar gehörende orthogonale Schaar concentrischer Kreise. 

Im dritten Falle kann der Schaar is = c nur dann eine Schaar 
algebraischer Curven entsprechen, wenn der Modul Je der in Betracht 
kommenden elliptischen Function entweder reell ist, oder ein zu ei- 
nem reellen Modul gehörender transformirter Modul ist. 

Um die Richtigkeit dieser Behauptung zu beweisen, werde an- 
genommen , es sei Ic nicht reell, und es seien k, und ji^ die zu den 
Grössen h und ft gehörenden oonjugirten complexen Grössen. Damit 
nun der Geraden *( = in der Ebene (w) bei der Abbildung durch 
die Function 

s = sin am(ftjy ;/() 

eine algebraische Curve entspreche, ist es nothwendig, das.?, wenn 
w = vi gesetzt und die Veränderlichkeit der Grösse v zunächst auf 
reelle "Werl^he beschränkt wii'd, zwischen dem i'^ellen. und dem ima^i- 
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266 Uebei- üfimie silgebraisclie leofheFmöii. 

näreD Bestandtheile von sin ara(fti)(i;^) eine algebraisehe Grleiehung 
besteht. Hieraus folgt , dass auch zwischen s ■■= sin am (jtwj ; h) und 
Ä'jss sinam(— ft,j)i;/c,) eine algebraische G-leicLmig bestehemnnss. Da 
diese algebraische Grleiehung nicht bloss für die reellen, sondern über- 
haupt für alle Werthe von v erfüllt sein muss, so ergibt sieh, dass 
der Modul \ ein zu dem Modul It gehörender transformirter Modul ist, 
denn unter den angegebenen Voraussetzungen besteht die Grleiehung 

1 r^ dz _!__ /**' ds 

Es seien nun A + Si und A'+B'i. wo Ä, B, A', B' reelle örössen 
bezeichnen, ein Paar Fnndamentalperioden der Variablen v, voraus- 
gesetzt, dass dieselbe als Function von z betrachtet wird. Hierbei 
möge angenommen werden , es sei die Periode A + Bi so gewählt, 
dass wedet A, noch B gleich ist. Aus der vorstehenden Grleiehung 
folgt, dass A—Bi und A' — B'i ein Paar Pundamentalp^rioden der 
Variablen v sijid, vorausgesetzt, dass dieselbe als Function von ^', 
betrachtet wird. Die allgemeine Theorie der Transformation der el- 
liptischen Integrale lehrt aber, dass es möglich sein muss, A—Bi 
und A'—B'i Hnear und mit rationalen Zahlencoeffieienten durch 
A-^Bi und A'+B'i auszudrücken. Man erhält also, wenn k, ß, y und S 
rationale Zahlen bezeichnen, zunächst 

A-Bi = u{A + Bi)-\-ßiA'+B'i), 
A'~B'i= y(A-\-Bi) + 8 {A'+B'i), 

und durch Trennung des Reellen vnid des Imaginären 

{l~a)A = ßA', (1 + «)B = -ßB', 
yA = {l-S)A', yB = ^{l + d)B', 

wobei zwischen den vier Grrössen «, ß, y, ö die .Relationen 

ß+^ = 0, aö-ßy = ~\ 
bestehen mÜsseu. 

Die Verhältnisse A' : A und ß':B sind also rationale Zahlen, 
und daher ist es mÖgHch, jedes der beiden Integrale, durch welche 
die Variable v dargestellt ist, mittelst einer algebraisohen Substitu- 
tion in ein elliptisches Integral zu transf ormiren , dessen !t^uudameii- 
talperioden etwa A und Bi sind, dessen Modul also reell j,iit. 

Denkt man sich nun die angedeutete Transforma.tioii ausgeführt, 



y Google 



Üeber obene aigebi'jiieohe Isotheraioii. 2(}7 

so erhält die Schaar der Parallelen it s=: r, gleiche itichtung mit ei- 
ner der heiden Fnndamentalperioden vou v. Ohne dass der Allge- 
meinheit der Untersuchung Abbruch geschieht, kann demnach von 
vornherein angenommen werden, dass sowohl der Modul 7c, als auch 
der Mnltiplicator fi je einen reellen Werth habe. 

Ans dieser Untersnchimg ergibt sich dsis Resnltat, dass als Fun- 
damentalsysteme des Falles in. die Sehaaren der Sieb eckschen 
Cnrven vierten Grades*) anzusehen sind, welche bei der conformen 
Abbildung mittelst der Function 

^ = sin am {u -|- iii) 

— ■ reelle Werthe des Moduls vorausgesetzt — für constante Werthe 
von ti, beziehungsweise von v, sich ergeben, welche Curvenschaaren 
auch als stereographiache Projectionen vou Schaai'en confocaler 
sphärischer Kegelschnitte erklärt werden können. 

In allen drei Fällen ist die Schaar derjenigen Curven, welche 
die Cnrven des isothermischen Fundamentalsystema orthogonal schnei- 
den, nicht bloss wieder isotherm, — wie dies aus der Betrachtung der 
conformen Abbildung unmittelbar sich ergibt, übereinstimmend mit 
einem von Lamö ausgesprochenen Lehrsatze, — sondern wird auch 
wieder von algebraischen Cnrven gebildet. 

Dieser Satz lässt sich nach dem Vorhergehenden folgendermassen 
verallgemeinern : Die orthogonale Cnrvenschaar einer Schaar ebener 
algebraischer Isothermen ist .stets wieder eine Schaar algebrai- 
scher Isothermen. 

Bei der Umkehrung des Abhängigkeitsverhältnisses, welches zwi- 
schen den beiden , wie die Untersuchung gezeigt bat , unbeschränkt 
veränderlichen Grrössen « = x+yi imd iv = u-f-vi besteht, ergibt 
sich also schliessHeh folgendes Resultat : 

Die complexe Grösse tu t= /'(ä) , deren reeller Theil u längs je- 
der einzelnen Curve einer von algebraischen Cnrven gebildeten , in 
der Ebene der compiexen Grösse s liegenden isothermischen Cnrven- 
schaar eiuen Gonstanten Werth hat, ist 
entweder 

I. eine algebraische Function vou s, 
oder es ist, wenn ji eine passend gewählte reelle Zahlengrösse be- 

*) Siebeck: Uebei' eine Gattung von Cnrven vierten Grades, welclie mit den 
elliptischen Functionen zusammenhängen, Joui'nal für reine und angewandte Matlie- 
matili, fid,r>7, R.3B9-^70 luirt lfd. r>9, f5,173-'181. 
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TJeber eljyne algebraische Isuthermen, 



11. die G-rösse (xw, beziehuiigsweiso ^iivi, der Logarith- 
mus einer algebraischen .Functio n von z, 



m. die Grösse fiiv ein clliptisclies Integral erster 
Art, in der Jaoo bischen Kormalform, mit reellem 
Modul , dessen obere Grrenze eine algcbraiseLe 
h' u n c t i n von s ist. 

Hiermit ist die am Anfange dieses Aufsatzes gestellte Aufgabe 
gelöst. 

Zürich, im J'ebruar 1873, 
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Beispiel einer stetigen niolit differentiirbaren 
Function. 



natÜBiBitiBoben Boction im Schwaiieriatihoii Hahiri 
ilnng. — Arcliivsä äee ScioiiceE pbjrslqnea et imtnrel 
■prliEmilliingBii fler Schweiieriseicn Sotniforachendon 



Die Frage, ob die Existenz einer Ableitung eine^' eindeutigen 
und stetigen Function reellen Argumentes bereite eine nothwendige 
Folge der vorausgesetzten Stetigkeit sei, oder ob nicht vielmehr die 
Forderung des Vorhandenseins einer Ableitung eine neue der Func- 
tion auferleg'te beschränkende Bedingiing enthalte, hat in Kreisen 
deutscher Mathematiker schon vor mehr als zehn Jahren aufgehört, 
Gegenstand einer Diseussion zu sein. 

In seiner im Jahre 1854 der Gottinger philosophischen Facultät 
vorgelegten Habilitationsschrift hat Eiemann ein Beispiel einer 
Function mitgetheilt, welche für jeden rationalen Werth des Argu= 
mentes unstetig ist imd dennoch durchgehends eine Integration ge- 
stattet. Von der zu dieser Function gehörenden Integralfunction 
kann man daher aussagen, dass dieselbe für keinen rationalen "Werth 
des Argumentes einen bestimmten Differentialcoefficienten besitzt. 

Ebenso hat Herr Weierstrass im Jahre 1861 in den Vorle- 
sungen, welche derselbe in dem Gewerbeinstitute in Berlin über Dif- 
ferential- imd Integralrechnung hielt, die richtige Darlegung des 
wahren Sachverhalts gegeben, gemäss dem alle Versuche, die 
Existenz einer Ableitung für stetige Functionen eines 
reellen Argumentes allgemein zu beweisen, ohne Aus- 
nahme als verfehlt betrachtet werden müssen. 

Da es nämlich unendlich viele eindeutige und stetige Functionen 
gibt, bei denen die Annahme der Existenz einer Ableitung schlech- 
terdings unzulässig ist, so muss jede Argumentation, welche allein 
Rv.ii der Stetigkeit einer .Function die Existenz einer Ableitung dersel- 
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27u ßeispiel eiiiur attUyuii iiicLt diö'ei'eiitiii'bareu Fum;tiüii. 

ben zu folgern sucht,*) an einem principiellen Fehler leiden, so dass 
es hinreicht, ein einziges Beispiel einer eindeutig deßnirten und ste- 
tigen Function, welche nicht differentiirbar ist, beizubringen, um 
die mangelnde Folgerichtigkeit einer derartigen Sehlussweise aufzu- 
deekea. **) 

Ausser dem bereits erwähnteu, von Riemann herrührenden Bei- 
spiele, nach dessen Muster beliebig viele andere gebildet werden 
können,***) sind den Mathematikern, welche das Gfliick gehabt haben, 
ihre Studien nnter Leitung der jetzt an der Berliner Universität 
wirkenden Männer zu machen, noch einige andere charakteristische 
Beispiele bekannt, welche über verschiedene Möglichkeiten, die hier 
eintreten können, helles Licht verbreiten. Das Beispiel, welches im 
Nachfolgenden mitgetheilt wird, und welches seiner Einfachheit wegen 
vielleicht nicht ohne Interesse ist, beansprucht keinen sachlichen 
Vorzug vor anderen Beispielen dieser Art. 

"Wenn mit x eine veränderliche Grösse, welche nur positive Werthe 
annehmen soll, und mit E{x) jedesmal die gTÖsste m x enthaltene 
ganze Zahl bezeichnet wird, so stellt der Ausdruck 



^(x) = E{x) + \IJ^^x), 

vorausgesetzt, dass der Quadratwurzel stets ihr positiver Werth 
beigelegt wird, eine für alle Werthe der Variablen x eindeutig er- 
klärte und continuirliehe Function derselben dar, welche die Eigen- 
schaft hat, dass zu grösseren Werthen des Argumentes stets grössere 
Werthe der Function gehören, Die Oiu'^'e, welche in Bezug auf ein 



*) Ljvmarle, Jfctutle approfondie suv les deiix Öquations fondamentalcB 

Lim «St»>=/'M = r(^) ot d,j „ r(.M 

jir^sentde ä la s^ance du ler juillet 185d. M^moires de lAcademie ßoyale de Bei 
giiiue, in 4", Tome XXIX. — Diihamei, Elements de oalcul mhmto^imal Pitiis 
1856, Tome I, p. 94—97. ~ ßertrand, Traitß de calcul diffeientiel et de (,aloul 
intdgral, Paris 1864, Tome I, p. 2-4. — Ph. Gilbert, M^moue sui ieyiitence de 
la döriTöe dans les fouctioiis continues {4 mai 1872), M^moues couromiös et auties 
Mgmoives publiiJs pai' l'Acadßmie Royale de Belgiiiae, in 6 Tome XMII 187" 

**) Ph. Gilbert, Rectiflcation au sujet d'im memoire [lecedent Bulletins de 
l'Acadiämie Eoyale de Belgique, 2me Särie, Tome XXXV, Juin 187^ 

***) Auch die Programmabhandlung von Hei'mauii Hankel Uebei die imend 
Hch oft oscillirenden nnd unstetigen Functionen, Tübingen 1870 imipft in das Bei 
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il uiiiei' stbtigeu uichl di&etfentiirbai'en Funutiuii. 




reclitwmkliges Coordinatenayatem die Grleichung y = (p{äi) hat, be- 
stellt aua imendlicii vielen congruenteii Parabelstücken und besitzt 
in jedem Punkte , in welcliera zwei dieser Parabelstücke zusammen- 
treiFen, also für aüe ganzzabligea Werthe von x irnd ^, eine Ecke. 
[Es kann beiläufig bemerkt werden, dass die zwischen den bei- 
den Variablen x und y bestehende Abhängigkeit auch ohne Wurzel- 
zeichen und ohne Zuhülfenabme einer zaidentheoretisehen Function, 
wie der Function -^(a;), in der Weise durch eine Gleichung darge- 
stellt werden kann , dass sieh die Greltung derselben gleichzeitig auf 
alle Paare zusammengehörender Werthe von x und j/, und, wenn die 
Variable x auf positive Werthe beschränkt bleibt, auch nur auf diese 
erstreckt. Den angegebenen Bedingungen genügt z. B, die Grleiclumg 



11 1 ] 

X ~ y — .-!-—■ (cos SJä/3E-fQY<'Os4v:7r-i-^-j-cos(),!/3r 

Die .(Tunction cp {x) hat , wie sich leicht nachweisen läsat , 
Eigenschaften 

li>X <p(x + h)-(pix)<.2k. 
Hetzt man nun 



••)■] 



folgende 



(h = 0,1,2,... O)) 

so wird behauptet ; 

a. Die Eunetion f(x) ist eine für alle Werthe des Argumentes x 
eindeutig erklärte stetige Eunetion dieser Variablen, welche die Ei- 
genschaft hat, dass zu grösseren Werthen des Argumentes stets 
grössere Werthe der Function gehören. 

b, Ein wie kleines Tntevvall x„---X man aber auch abgrenzen 
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272 Beispiel einer flteügüu nicht differentiirtiai'eii Fiuictioii. 

mSge, stets lassen sich unendlich viele, diesem latervalle angeliSrencte 

Wertlie «' angeben, für welche der Quotient i — Li.J_ jg^g 

vorgeschriebene , beliebig gross angeiiommerie Zahl g übersehreitet, 
weun die Grösse h von der positiven Seite her abnehmend dem 
Werthe sich nähert. 

Beweis, a. .Die Reih^; 

^-M^). (..,«,,.,...») 

convergirt für alle in Betracht koinmentlen Werfche von « in glei- 
chem Grade. Aus diesem Grunde überträgt sich die Eigenschaft 
der Eindentigheit und Stetigkeit , welche die einzelnen Glieder der 
üeihe als Functionen von x besitzen, auch auf die Summe derselben. 
Wenn man von dem Begriffe einer für alle in Betracht kom- 
menden Werthe der Variablen in gleichem Grade convergiren- 
den Keihe nicht Gebranch machen will, so kann man die Stetigkeit 
der runction f{x) auch wie folgt beweisen. Es ist 

Der Grösse h möge ein positiver Werth beigelegt werden, welcher 
kleiner als 1 ist. Es sei r eine ganze Zahl (einschliesslich der 0), 
welche so bestimmt ist, dass 



JJann ergibt sich 

" 2"- 2' 
_ 2\/2-(2V/ä)- 



2^/2-1 

Andererseits ist für n ^= >' + 1 , ?' + SJ , . , . oo 

y(2-3; + 2-i)-y(2-i ) _«_ 

2-, 2- *- - 2--2- 

\ßljh 2\Jh 

■^ 2'"' ' "^ (2\/iy' 
Hieraus folgt 
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Ijeispitil eiiiKl' stetigen nicht cüffeieutiiiiiiiren I<'iiiL€tion. 27ä 

Dej! Coeffi(iioiit von \h f.i;laugt seinen g].'Üsaton "Wovtli , nüitiUcli den 
Werth 8, wenn r = gebetet wird. K« isit also, wenn // der Bediu- 
gnng ü <: ft ^ i. genügt, 

/•(i + i)-/'(»')<3\''. 
und, wenn x durcli x— /s ersetzt wird, 

Die Function /'(a;) ist demnaeli, wie lielianptet wnrde, eine stetige 
Function ihres Argumentes. 

t). Wie klein auch ein gegebenes Intervall a;„---X sein möge, 
man kann stets eine ganze Zahl J» so grosa wählen, dass —j:^- kleiner 
als X~x„ ist, imd dann eine ganze nngrade Zahl)«' so bestimmen, dass 

j:„ <: -— < X 

ist. Man setze nun — = x' und bei'echne fiir positire, von verafiliie- 
dene Werthe von k den Quotienten 



h " 2"'2-Ji ' 



(.i-0,l,2,.,.oo). 



Da sämmtHche G-lieder der nuendlichen Reihe anf der rechten Seite 
der vorstehenden Grleichmig positiv sind, so erhiilt man, wenn man 
von diesen G-liedeni nur dasjenige beibehält, für welches ra = «j ist, 

/'(^/ + /0-/'(*') -. y(2-V+2"'A)-(a-'y) 
Beschränkt man nun , was gestattet ist , die Verändeidiclikeit der 



Folge der Erklärung der Function q)(x) 

<p{2"x' + 2'"h)~(p(2"'-i<;') == \'2'~"h. 
Unter den angegebenen Voraussetzungen ergibt ^sick also 
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a?4- JJeirjpiEl dnor s(.d,iii;.;ii nicLt diffciTUtiirljiu-eli filiicliuii. 

Für hinreichend kleine jjositive Wcrtho von h übeiüchreitet (I alier 
der Biffereazenquotient — i-'- -J- ■ '- jede vorgeschriebene, beliehig 
gross angenommene Zahl (j. 

Andererseits ergiht sich , dass Bir denselben Worth von x' nnd 
fnr positive abnehmende Wertlie von /* die "Be^ielmng 

f{x'--h)~f{^') _ 1 1 1 

j.lin - - -—7- -" — — = r^ +■ -^„l^iX," -7=^^^" — : 

C'^'j) — " 2 2+' \/2V-£(2V) 

(«.= Ü,1,2,,.,M-1) 
stattfindet. 

Ans dem Vorstehenden folgt, dass die Annahme der Existenz 
einer Äbleitimg der Function f{x), welche für jeden Werth des Ar- 
gumentes X , auch nur innerhalb irgend eines beliehig kleinen Inter- 
valles, einen bestimmten endlichen Werth hätte, unstatthaft ist. 
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Ueber ein vollständig-ea System von ciiianfler 

unabhängiger Voraussetzungen zum Beweise 

des Satzes 



t«n Anci st IS'S gonniiMi! UiUlioilun;. — AvclilTos dos aolecaes iibyslqnes »t n^tnrelles, Oenäie, 
Saptonilire 13 3 B- 88 - 44, HüTambre i87S, 5. 248. — TnhandlHnBan ilnr Schwoiieriachen JliXm- 
toTBDhBndön »osBllaohnH, Jahrgims 1873, Seito 259-370. 

im deu, die LTmkehrbarkeit der -üifferentiatioBSofdirang betreffen- 
den, in der Ueljerschrift aagefiikrteu iFimdamenialsatz der Differential- 
rectnang ist seit der !Rntdeckung desselben eine nicht imlieträehtlicli(! 
■Änzaiii YOii wirklichen und venneintlichen Beweisen veröffentlicht 
worden, ohne dass jedoch mit Grrund behauptet werden könnte, es sei 
aiicii mir einer dieser Beweise gegenwärtig siii allgemeiner Anerken- 
nung gelangt,*) 

Nicht einmal über die zum Beweise dieses Satzes uotbwendigen 
Voraussetznugen acheint unter den mathematisoheo Schriftstellern 
Uebereinstimmung zu bestehen. 

Um zunächst womöglich zu einem voUständigeu Systeme von 
einander unabhängiger Bedingimgen zu gelangen, deren Erfüllung für 
die Geltung des erwähnten Satzes ausreicht , werde ich in dem Fol- 



'") Man vei gleiche hieriifaei 
P. H. Blanchet Extrait d uue Lettie ilies'-pc i M Liouville. Liuuville, . 

de matliemttiques t VI 1841, p 65— bfc 
L. Lindelüf Rpmuques s 11 les difl^rente^ manieies rtetatlir la formule 

8xd<i dydt 

Acta societatis soientiaium Fenmeae T VIII 1867 Pars I, p, 205-21 
Ä. Genocclii Jntomo ad oo teoremi di cilcolo difleipnziale. Atti della Ee 
cademia delle Scien^p di Touno kI TV 13G<> p S^T-aSl. 



y Google 



v;76 L'uljBr [/mktjtu'iiai'keit d<it JJiti'fi'LiiÜLiliuiifjUi'iliiuii!^. 

genden eiuige Beweise desaeJben in Beziehung auf tlie deu letzteren 
zu Gi'unde liegenden Vorauswetznugen untersuehen , wobei icli es je- 
doch, dahingestellt sein lasse, oh uiüht andere Beweise dieses Satzes 
der Anforderung üb Strenge in gleiehem Grade genügen und den hier 
zur Sprache konuneuden vorzuaielien sind. 

Der von Lag ränge herrührende Beweis für den in der Ueber- 
ychrii't erwähnten Ijehrsatz ist dem Vorwurfe mangelnder Strenge, 
welcher in Bezug aiif eine Anzahl angeblicher Beweise dieses Satzes 
ndt Recht ausgesprochen worden ist, nicht ausgesetzt, wenn die Ent- 
wickeluug der Differenz f{x„ + hfi/„ + k)'-f(x^,y^,) nach Potenzen von 
/( und k , auf welche dieser Beweis sich stützt , bis zu den G-liedern 
der zweiten Dimension eiuachlieesHch fortgesetzt und die Grösse des 
nach Abzug dieser Grlieder übrig bleibenden Restes mittelst eines 
bekannten, von Cauchy heiTÜhrenden Satzes geschätzt wird. 

Zu diesem Beweise ist erforderlich, ausser der Stetigkeit der Tunc- 
fcion ({x,y) selbst, die Voraussetzung der Existenz und der Stetigkeit*) 
der beiden ersten and der vier zweiten partiellen Ableitungen der 
Function f{x,i/), welche wie folgt bezeichnet werden mögen: 

^Entwickelt man unter Zugrundelegung dieser Voraussetzungen 
f{x^-i-h, Va-'i-k) nach Potenzen von h und die einzelnen Glieder dieser 
Entwickeluug nach Potenzen von /.■ , so ergibt sieh eine Gleichung 
von der Form 

f(x,-¥h,y,^k)~~f{x,,y,) = f,ix„yjh + f,ix,,t,;jk + 

+ i- i [f,M^, %) + «I ^' + 2 [Ua-,, j/„) + ß] hk + [f,,{x„ %) + y]h'\. 

In dieser Gleichung bezeichnen a, ß, y drei Grössen, welche dem abso- 
luten Betrage nach beziehlich nicht grosser sind als die grössten 
Werthe der drei Differenzen 

f\,A^,y)-f^M.>yoh Ui^,y)-f,A^o;i/,); f^A^:f)-Ui^o,ih), 

*) Man vergleiche die Anmerkung auf den Seiten 220-^231 des 74. Bandes des 

Journals für reine inid angcwaiidie Matliematik. (Siebe S, 177—178 dieses Bandes,) 
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Torausgcsetzt , class die Veränderlißhkeit von x auf das iutcn'all 
x^--- x^ + k, die Veränderlichkeit von j/ avif daa Intervall f/j---y„ + Je 
beschränkt wird. 

In Folge der vorausgesetzten Stetigkeit der Functionen f,,(x,y), 
fisi^t¥)i fiii^'^iV) kaben also die Grössen a, ß, y die Eigenschaft, un- 
endlich klein zu werden , wenn h und Je nnendlich klein werden . 
Entwickelt man hingegen unter Zugrundelegung derselben Voraus- 
setzungen fixa + h, y„ + }i) nach Potenzen von k und die einzelnen 
Glieder dieser Entwickelimg nach Potenzen von h, so ergibt sich 

wo a', ß'i y analoge Bedeutung haben Avie ce, /J, y. 

Durch Vergleichung beider Ergebnisse erhält niau , wenn man 
nocli Ä = h setzt 

[/..,(»'»!'.)-/■.,,(-«,?.)]*■ - *•('<)■ 
wo (A) eine Grösse bezeichnet, welche miendlich klein wird, wenn h 
unendlich klein ivird. Hieraus folgt, dass die Differenz 

deren Wei'th von 7' nicht a.bhängt, keinen von \'ersc]ilp(len(^n Wertli 
haben kann. 

Es lässt sich nicht in Abrede stellen, dass dieser Beweis, gegen 
dessen Strenge , wie mir scheint , nichts eingewendet werden kann, 
an der UnvoUkommenheit leidet , dass derselbe die Voraussetzung 
der Existenz und Stetigkeit der beiden partiellen Ableitungen fi^,{x,p) 
und ftJx,y) erfordert, während doch der zu beweisende Lehrsatz 
nur auf die beiden Ableitungen f\,(x,-^) und f;^i(n\p) unraittelbai' 
Bezug hat. Es lassen sich aber sehr wohl IVnctionen von zwei 
Vainablen x und i/ bilden , für welche unbeschadet der übrigen Vor- 
aussetzungen partielle Ableitnneen . denen die Bezeichnung -J-)---lMJ. 
und — -^-— zukommen würde, nicht esistiren, und es entsteht daher 
die Frage, ob die Voraussetzung der Existenz und der Stetigkeit der 
beiden Ableitungen — ^-i~-- und ---^-s--- für die Geltung des Lehr- 
satz c* 



ify \ dx ) '^x \ dy / 



dy \ ö.r; / rix V dy 

nothwendig ifit oder nicht? 
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278 Ueber Umkehi'barlseit der Difl'ereutiatiousoi'dnuug. 

Diese i?i'age kaaii dureli folgende Beweisanordnung lieantwortet 
werden. 

!Ea sei f{x,y) eioe, für alle innerhalb eines gewissen Gfebietea 
liegenden "Werthe der beiden reellen Variablen x nnd t/ eindeutig 
erMäi'te , eudliche und stetige Function derselben. Ebenso seien für 
das betrachtete Grebiet die folgenden vier partiellen Ableitungen 
dieser Function, nämlich 



dx — '■(■''W. ä V Sx ) 



dif\ dx / dy 

endliche, stetige und eindeutige Fanetionen ihrer beiden Ai'gumente. 

Ein beliebiges , innerhalb des betrachteten G-ebietes liegendes 
Werthepaar der beiden Variablen x, y werde mit sc^, y^ bezeichnet. 
Es mögen h, und /c zwei so kleine, von verschiedene, positive Grössen 
bedeuten, dass alle Werthepaare x,y, flir welche gleichzeitig die 
beiden Bedingungen 

a;, < ai < 3^0 + /' , y,,^y^y„ + li 

erfüllt sind, ebenfalls dem betrachteten Crebiete angehören; auch möge 
für die folgenden Betrachtungen die Veränderlichheit von x und y 
auf solche "Werthepaare beschränkt werden , welche diesen beiden 
Bedingungen genügen. 

Die grössten Werthe, welche die absoluten Beträge der Diiferen- 
zen f,i(ß,y)~fii(x^,y„) und fs,(x,p) — fsi{a:t„%) unter der angege- 
henen Voraussetzung annehmen können, mögen beziehlich mit ij und 
Tj' bezeichnet werden. Dann ergibt sich ans der vorausgesetzten 
Stetigkeit der Functionen f,Jx,y) und fi,i{x,y), dass mau durch hin- 
reichend kleine Wahl von h und k über die Kleinheit von tj und ij' 
gebieten kann. 

Nun ist nach dor Voraussetzung 

^t*' =/;.(«..). 

Also ist die A.enderung , vrelchc die Fimotioii /,(ä;,^) beim IJebcr- 
gange von y aus dem "Werthe % in den Werth y^ + Jö erfährt, 
während x hierlsei nngeändert bleibt, gleich dem Producte ans dei' 
Afndei'ung 'k dow .A.vgumen1^es und einem gewissen Mittelwerthe .^iwi- 
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seilen dem kleinsten imd dem grössten unter denjenigen "Wei'then, 
welche die Ableitung ^^(«i^) in diesem Intervalle annimmt. Bezeich- 
net man diesen Mittelwertli mit /',,(ar„,^„) -I- s, so ist b eine G-röase, 
deren Werth im Allgemeinen von ic abhängt, deren absoluter Beti'ag 
aber die G-rösse ij jedenfalls nicht übersehreitet. Man erhält hiernach 

Der Ausdruck auf der linken Seite der vorstehenden Grleicltung ist gleiiiii 

Also ist die Aendermig. welche die l"unetion 

dadurch erfährt , dass x aus dem Werthe a;,, in den Werth re^ + h 
übergeht, gleich dem Producte aus h und einem gewissen Mittelwerthe 
zwischen dem kleinsten und dem. grüssten Werthe, den der Ausdruck 
^/iii(^oi?'o) +^^ i'i '■^ö™ betrachteten Intervalle annimmt. Dieser Mit- 
telwerth kann jedenfalls in die I"orm hf,^^{x^, y^) -\- k (ij) gesetzt werden, 
wo (*)) eine Grösse bezeichnet, deren absoluter Betrag die Grösse ]j 
nicht überschreitet.. 

Auf diese Weise erhält man 

und durch ganz analoge Schlüsse, ivenn man von der Gleichung 
ausgeht, 

wo (t)') eine Grösse bezeichnet, deren alisoluter Jfetrfi,g die Grösse ij' 
nicht überschreitet. 

Da die linken Seiten der beiden gewonnenen (xleiclmngen über- 
einstimmen; so ergibt sich 

und hieraus folgt, da man äbei' die Kieijiheit des Ausdruckes auf der 
rechten Seite der vorstehenden Gleif^huug dnrch gehörig kleine Au- 
nahwe von /* und fc verfügen Icann, während die anf der linken Seite 
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stelientio Differenz von den (Jrösscn h m\A h unabhängig ist, dass 

ist, was bewiesen werden sollte. 

Der Yorsteliende Beweis liat eine gewisse Analogie mit demjeni- 
gen Beweise , den Herr S e r r e t in seinem Conrs de ealcnl diff^ren- 
tiel et integral *) für den in Rede stehenden Satz gegeben hat, und 
dessen Autorscbaft derselbe Herrn OssianBonnet zuschreibt, Ent- 
gegen der Formnlirung des bezügüchen Satzes in dem Lehrbucbe 
des Herrn Serret scheint mir jedoch die Voraussetzung der Stetig- 
lieit der beiden partiellen Ableitungen zweiter Ordnung, deren Gleich- 
heit bewiesen werden soll, fiir die Gültigkeit dieses Beweises nicht 
entbehrt werden zu können, da eine bei dem erwähnten Beweise an- 
gewendete Schlussfolgernug die Stetigkeit dieser- beiden Ableitungen 
implicite zur Voraussetzung hat. 

Diese Voraussetzung ist aber nicht bloss bei der Ossian Bon- 
netschen und der oben angedeuteten Anordnung des Beweises un- 
entbehrlich, sondern es ist überhaupt der Satz, welcher aussagt, dass 
die beiden Aasdrücke 

vorausgesetzt, dass dieselben eine bestiinuite Bedeutung haben, dem 
Werthe nach mit einander übereinstimmen , nicht mehr allgemein 
richtig, wenn die Voraussetzung fallen gelassen wird, dass die bei- 
den Ableitungen /j,{ä^,j/) und f^i{s!,,y) in der Umgebung des "Werthe- 
paares ic^, j/^ stetige Functionen ilu'er beiden Argiimente sind. 

Hiervon kaini man sich durch folgendes Beispiel überzeugen. 
Setzt man 

fix.y) = ?/ arc tg --—*■* are tg v , 

mit der Bestimmung, dass stets derjenige Zweig der Function areus 
tangens zu wählen ist, dessen Werth zwischen — -Jm und -\-^it lieg't, 
ao ist diese !B'unction nebst ilireu beiden ersten jiartiellen Ableitungen 

f,{x,y) = (/-23;arctg|, Ui^iV) == -* + 2yarctg- 

im' jeden ganz im Kudllclien liegcndeit Bercicli endlich, stetig und 



, l'aris JSeS, '.i'oiiiol, p, 70-78, 
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Für diese Function ergibt sich 



Es haben also in diesem Falle die beiden Ausduilcke 

niclit denselben "Wertli. 

Auch bei dem vorliegenden Beispiele sind die beiden Functionen 

für jedes bestimmte Werthepaar x, y eindeutig erklärt; wenn x und 
y nicht gleichzeitig den Werth haben, erhält man 

■rJx,y) = ^~ = f„(x,y), 
während 

f>.ÄOAy) - -M, /;,,{o,o) = -i ist. 

Keine der beiden Functionen f,A^,y) und fi^^rV) ist aber in der 
Umgebung des Werthepaares x ^ 0, y = eine stetige Function 
ihrer beiden Argumente, denn es ist z. B., wenn x^O ist, 

f,^,(x,0) = -1, während /;,(0,0) = +1 ht 

Das augefiilirte Beispiel zeigt also, dass die Voraussetzuüg der Exi- 
stenz und Eindeutigkeit der beiden Ableitungen f^A^,y) und fijß,y) 
allein nicht hinreicht, nm für ein bestimmtes Werthepaar x^, y„ den 
Schluse f,ß{xB,y„) = /',,i{^ü),V„) machen zn können. 

Wenn aber von den im Vorhergehenden*) angegebenen Voraus- 
setzungen bloss die auf eine der beiden Ableitungen /■,,(«, y), f,,i{^,y)< 
z.B. die auf die Äbleitiing f^^,{x, y) sich beziehenden, fallen gelassen 
werden, so ergibt sich, mit Hülfe der Foraiel 

f(x, y) -fix, y.,) ~f(x^,y) +f{x„, y.,) = f'cJxj)\, [x, y) äy 

aus dem J;ehraatze über die Umkehrbarkeit der Integrationsordnuug 
bei einem Doppelintegi-ale, die Existenz und Stetigkeit der Ableitung 
f^A^,y) als eine nothwendige Folge tlar übrigen Voraussetzungen. 

*) Siehe S. 278 diosos Bandes, 
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Wenn nämHeh nacli der Umkehi'iiug der Iiitegrationsl'olgc in Jiezng 
auf !/ differentürt wird, so ergibt sieh 

folglich Jüi 

Von der Richtigkeit der vorhin ausgesprochenen Behauptung, 
dasa die auf die Functionen f(x,y), f^{x,y), fa{x,y), f,,,{x,y) sieb 
beziehenden Voraussetzungen bereits ausreicben, um die Existenz der 
Ableitung /^, (x, y) und deren Uebereinatimmung mit der Ableitung 
fißi^^y) zu schliessea, kann mau sieh aber aueb überzeugen, ohne 
einen der Integralrechnung angehörenden Lehrsatz zu benutzen und 
zwar auf folgende Weise. 

Das Wertbepaai- x,y möge der JJedingung unter tvorfen iverden, 
dem Grebiete 

if^^ S ä^ < *o + Ä, (/, < ^ < */„ + 1^ 

anzugehören. Man bezeichne mit h', /e', fc" beziehungsweise Llie Ma- 
xiraa der absoluten Beträge derjenigen Werthe, welche die drei Dif- 
ferenzen 

unter der augegebenen Voraussetzung annehmen können, so kann 
man in Folge der Voraussetzung, daas die beiden Functionen /',^(a;, ?/) 
und f^ {x, «/) stetige Functionen ilirej' beiden Argumente sind, dadurch, 
dass der G-rösse /* ein dem absoluten Betrage ]iach hinreichend klei- 
ner Werth beigelegt wird, über die Kleinheit der Grösse /*', und 
durch gehörig kleine Wahl von h über die J^leinheit der G-röasen 
¥ mid h" gebieten. 

Nu]i ist der absolute Beti'ag der .Ditt'erenz 

nicht grösser als h'+h', also ist der absolute Betrag der GrÜ^si: 

/•.(.t, ,». + *)-/•.(»-•,».)-/■,,,(«., !/.)«■ 
nicht grösser als kh' -i- loJi' . Hieraus ergibt sieh, dass die ö-rösüi; 

A = /^(a;„+/(,,vi-iiO-A'^>o;'A.+*)-/'K+Ä:^o)+A*;„ ;/.)-/■,. (^0, ;/.)«■: 

dem absoluten Betvngc iiftcb nicht grösser als hhli' -X-hk-h' ist. 
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Ebenso ergibt sicli, Llaay die beiden Aiisdrücke 

und 

eioKöiu dem aljaoliihen "Betrage aacb incbt grösser als hh" sind, dass 
daher ihre Diffei'eiiz 

dem absoluten Eeti'age nach nicht grösser als S^A" ist. 

Setzt man nun A—B = /cC, so ergibt sieh, dass der absolute 
; der Grösse 



C = f,{x,.+ h,y,)-f\{x„y,)~f,„_{x^.,y,:)h 
die Grösse 

hli'-\-li'k'-\-2h" 
nicht übers eil reitet. 

Dieser Schluss gilt, wie klein man aiich die von verscliiedciie 
Grrösse h annehmen möge. 

Da man mm durch gehörig kleine Wahl von k über die Klein- 
heit von h' und /c", und somit auch über die Kleinheit von ht'-^-^W 
zu gebieten vermag, so folgt iderans, dass die Grösse C, deren 
Werth von der "Wahl der Grösse h unabhängig ist, dem absoluten 
Betrage nach nicht grösser als Tili' sein kann, 

Ueber die Kleinheit von W kann man aher durch hinreichejid 
kleine Annahme von h gebieten. 

Unter den angegebenen Voraussetzungen besteht also , da für 
negative Werthe von h analoge Schlüsse gelten, eine Gleichung von 
dor Form 

und »iwar bezeiclmet in diesei? Gleichung {h') eine i-rrösse, welolie un- 
endlich klein wird, wenn h unendlich klein wird. 

Hieraus folgt, da die vorstehende]! Schlüs&e für alle Werthepaare 
^o'Sfo ä'öl^eri- füi' welche die Voraussetzungen erfüllt sind, dass die 
!Punctio]i /a {x, y) in BezieJiuug auf x eine partielle Ableitung f,^^ {x, y) 
besitzt, und dass diese Ableitung mit der Ableitung 't\^(x.y) über- 
einstimmt. Dieses sollte gezeigt werden. 

Die ?0Tau3setzungen , von rlenfu hei dem /nietzt hesproeheneu 
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Beweise Gebrancli gcmaclit wird, lassen sicli wie folgt ZE.sammeii- 
fassen : 

^Eiiie für alle "Werthejpaare zweier stetig veränderlichen, reellen 
Variablen, a;,?/, welche einer stetigen, zweifach ausgedehnten Man- 
nigfaltigkeit angehören, eindeutig erklärte Function f{ß,y) besitzt 
zwei partielle Äbleitimgen erster Ordnung 

M|Ä = f,(.,y) und iÖMi =/;(.,,;) 

lind eine partielle Ableitung zweiter Ordnung 

dy x dx ) dy 

d ede dieser drei Ableitungen ist eine eindeutige und stetige Function 
ihrer beiden Argumente/' 

Die Gesammtheit diesei' Voraussetziingen hat die 'leltuug des 
Satzes 

dy\ dx ) (ix\ dp ) 

zur Folge. Wird hingegen die Voraussetzung der Stetigkeit der 
Ableitung f,^^{x,y) fallen gelassen, so kann aus den übrigen Voraus- 
setzimgeu allein die Geltung des erwähnten Satzes nicht mehr ge- 
schlossen werden. 
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lieber diejenigen algebraischen Gleicliuiigen 

zwischen zwei veränderlichen Grössen, welche 

eine Schaar rationaler, eindeutig umkehrbarer 

Transformationen in sich selbst zulassen. 



Her vorliegende Aufsatz liat folgendes Tlieorem zum Gegenstände: 
AVenn eine unzerlegbare algebraische Gleichung zwischen zwei ver- 
änderliclien Grössen die Eigenschaft hat, durch eine Schaar ratio- 
naler, eindeutig umkehrbarer Transformationen in sich selbst überzu- 
gehen , so ist die Anzahl der von einander linear unabhängigen , al- 
lenthalben endlich bleibenden Integralfunctionen , welche ebenso ver- 
zweigt sind, wie die mit der betrachteten Gleichung im Riemann- 
schen Sinne zu derselben Klasse gehörenden algebraischen Functionen, 
entweder gleich oder gleich 1 ; mit anderen Worten : die betrach- 
tete algebraische Gleichung ist vom Range oder vom Range 1. 

Der Beweis, den ich im Nachfolgenden für dieses Theorem mit- 
theile , um bei emer anderen Untersuchung *) auf dasselbe mich be- 
rufen zu können, gründet sich auf die Betrachtung einer Riemann- 
schen Mäche , durch welche die Verzweigung der erwähnten alge- 
braischen Functionen geometrisch dargestellt werden kann. In Rück- 
sicht hierauf gebe ich dem zu beweisenden Theoreme folgende Fas- 
sung: Wenn eine geschlossene Rie mann sehe Fläche durch Vermit- 
telung einer Schaar von Functionen auf sich selbst emdeutig, zusam- 
menhängend und in den kleinsten TLeüen ähnlich abgebildet werden 
kann, so ist dieselbe entweder einfach oder dreifach zusammen- 
gend. 

Es sei F{s,s) = eine luizerh-igbare algebraische Gleicliung 



^■) Siehe S, 209 ilus ci-sti;ii Bnndcs der vorlipiiCiuleii Ausgabe. 
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zwischen t!en beiden veränderlichen Grössen s und £■, welche die Ei- 
genschaft besitzt, durch eine Sehaar rationaler Transformationen 

in sich seihst , d. h. in die Gleiehnng F (Sj , .?,) = Ü üherzugeheii. 
Die Grössen s, s: sind hierbei voraussetzungsgemäss rationale I'unc- 
tionen der Grössen Si , s^ nnd analytische I"nnctiouen der GJrÖsse k, 
des Parameters der Schaar. li'erner werde vorausgesetzt, dass auch 
umgekehrt die Grössen s, und a; als rationale Functionen der G-rössen 
s und s 

dargöätellt werden können. Die Coefficienten dieser rationalen Func- 
tionen sind dann analytische Functionen des Parameters ß. 

Ohne Beschränkung der iUlgenieinheit kann man annehmen, dass 
die identische Tranfit'ormation 



zu der betrachteten Hchaar von Transformationen gehöre und zwar 
für einen nicht singnlären Werth des Parameters der Schaar. Denn, 
bezeichnet tc einen nicht singulären Werth des Parameters a, so be- 
steht erstens zwischen den örössen 

die Gleichung 

Fi/, B') - 0, 

und zweitens sind s und sä vermittelst der Gleichungen 
rational durch s' und n' ansdrückbar , niii^biu auch s^ und n^. 



Für K = «' ergibt sich dann 



Nun kann man von Anfang au s = .s'', ^ = ^' setzen und dei; Ein- 
fachheit des Ausdruckes wegen die Annahme machen, dass «' den 
Werth habe. Unter dieser Voraussetzung werden sich für unend- 
lich kleine Werthe von r und für nicht singulare Werthe von s und 
s die Grössen s, und .s, nur unendlich wenig von s und s imterschei- 
den. Wenn daher der, die complexe Grösse s geometrisch darstellende 
Punkt einen Periodeira'eg besclireibt, so ^vircl auch der, die complexe 
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(Grösse i^i geometrisch darstellende Punkt eiueu .feiiodenweg beaehrei- 
ben, und zwar einen solchen, welcher auf den Periodenweg, den die 
Variable ^ beschrieben hat , rediieirbar ist. Man kann nänJich den 
Periodenweg von z stets so wählen, dass derselbe durch singulare 
Werthe nicht hindurchgeht und die Veränderlichkeit von a auf so 
kleine Werthe beschränken -■ falls dies nöthig sein sollte — , dass auch 
die Liuie, welche der die complexe Grösse s^ geometrisch darstellende 
Punkt besehreibt, keinen der singuläreu "Werthe überschreitet. 

Es sei nun T die über der .s-Ebene ausgebreitete Riemannsche 
.Fläche, welche die Verzweigung der algebraischen Tunction 5 des 
complexen Argumentes s geometrisch darstellt. Man denke sich die 
.Fläche r, falls dieselbe nicht einfach zusammeuhäugend ist, durch 2p 
Querschnitte iu eine einfach zusammenhängende Fläche 2" überge- 
tiihrt und bezeichne mit u eine auf der Fläche T stets endlich blei- 
bende Integralfunction , welche durch eine Grleiclmng von der Porm 



-i 






für das Innere der Fläche T eindeutig e]'klärt sein möge. 

Es sei T^ die über der .Sj-Ebene ausgebreitete, der Fläche T cou- 
gruente ßiemannsche Fläche. "In Folge der gestellten Voraus- 
setzungen entsprechen die beiden Flächen T und T^ einander gegen- 
.'teitig Punkt für Punkt eindeutig. Es sei T\ die vermöge der obigen 
Grleichungen für einen beliebigen Wertb von k, dessen absoluter Be- 
trag eine gewisse Grenze nicht überschreitet, der Fläche T' entspre- 
chende, einfach zusammenhängende Fläche, und es werde das stets 
endlich bleibeude Integral, welches für « = mit dem Integrale w 
übereinstimmt und im "Punkte s^ = s„, *;, = 2^ den Werth an- 
nimmt, mit i(, bezeichnet, Ein Zweig dieser Integralfunction ist in- 
nerhalb der Fläche T\ eine eindeutige Function des Ortes, also ist 
dieser Zweig auch eine eindeutige Function des Ortes innerhalb der 
Fläche T'. Da nun m, längs der Querschnitte der Fläche T diesel- 
ben Periodicitätamoduln wie u besitzt, so hat die Differenz m^—u = v 
überall den Periodicitätsmodul und ist daher , weil sie für keinen 
Punkt von T unendlich gross wird, eine Constante, welche von dem 
Parameter der Schaar abhäng-t und zugleich mit demselben unendlich 
klein wird. 

Biese Constante « möge zum Parameter der Schaar gewählt und 
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an Stelle von a in die Trausforinationagieiclinngen eingeführt werden. 
Man kann daiiu ohne Nachtbeil fiii' die AJUgemeinheit der Untersu- 
chung von der Annahme ausgehen, dass sämmtliche in den Transfor- 
mationsgleichungen vorkommenden Coefflclenten , welche als analyti- 
sche ^Functionen des Parameters vorausgesetzt wurden, nach Potenzen 
der Grösse v mit ganzen positiven Exponenten fortschreitende Potenz- 
reihen sind, welche sämmtlich convergiren, wenn der absolute Betrag 
|i>| der Grösse v kleiner ist als eine gewisse Grösse ä. 

Ist nun So, ^0 ein nicht singuläres, der Gleichung ^(s„, s^) = 
genügendes "Werthepaar, und s, s eiu ebenfalls der Gleichung F(s, d) = 
genügendes, dem vorigen benachbartes Werthepaar, so kann man jede 
der beiden Grössen s, 0, welche die obere Grenze des Integrales 



~ J ~^l 



i-«--ö. 



ds 

bestimmen, sobald die Veränderlichkeit der Grösse m aiif ein gewis- 
ses, in der Umgebung des Werthes «t = liegendes Gebiet beschränkt 
wird , als eine Function der Grösse u betrachten , welche innerhalb 
dieses Gebietes den Charakter einer ganzen Function besitzt. Es sei 
die Grösse d so klein gewählt, dass nicht allein die oben gestellte 
Bedingung erfüllt ist, sondern überdies die, dass die soeben erklär- 
ten Functionenelemente 

s = i^iu), s = %{%C) 

für alle Werthe von m, deren absoluter .Betrag kleiner als S ist, den 
Charakter ganzer Fimctionen besitzen. 

Unter dieser Voraussetzung können also die beiden Functionen- 
elemente in der Form von Potenzreihen dargestellt werden, welche 
nach Potenzen der Grösse m mit ganzen positiven Exponenten fort- 
schreiten und flir alle Werthe der Grösse h, deren absoluter Betrag 
kleiner als b ist, convergiren. 

Auf dieselbe "Weise ergeben ,^ich die Gleichungen 

und, wegen der Gleichung «, = !(-|-v, sobald jede der beiden Grö.ssen 
«( und V dem absoluten Betrage nach kleiner als ^d ist, 

■s, = ^{u^-v\ ,s-, - z(«-f!')- 
In. Folge der ülciehujigcii 
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s,= ff,(s,«|.0, ^,= S.(s,<^;») 

ergibt sicli demiiadi, znnäoTist mitfir der aiigegßlienen Beiliugnng, dasa 
sowohl die G-rösse n als die (IrcJsse « dem ataoluten Betrage nach 
kleiner als ^ S ist, 

^(M + «) = e,(^(M),zN;«'), x('' + ^-) = §:(''^W.z(M);^')- 

Die auf der rechten Seite dieser Grleielinngen stehenden Änsdrücbe 
sind nun darstellbar als Quotienten je zweier nach Potenzen der 
Grössen u und v mit ganzen positiven Kxponenten fortschreitenden 
Potenzreihen, welche jedoch nicht allein für die Gebiete Iwl-^l^ä", 
] « I <: ^ ^, sondern für die Gebiete | «( | <: d, | « | <: d convergiren. 

Man kann annehmen , dass diese Potenzreihen keinen Pactor von 
der Form (u—v)'" gemeinsam haben. 

Setzt man hieraxrf ti = v, so ergeben sieh vermitteist der obi- 
gen Gleichungen ■iii{2v) und %{'3,v) als Quotienten zweier nach Poten- 
zen der Grösse v fortschreitenden Potenzreihen, welche, wenn [tj] ■< d 
ist, convergiren. Diese Functionenelemente ^(2«) und %{^v) sind 
also für alle Werthe der Girösse «, deren absoluter Betrag kleiner 
als S ist, eindeutig definirt und müssen fiir alle Werthe der Grosse 
V, deren absoluter Betrag kleiner als \ ä ist, mit den vorher erklär- 
ten, nach Potenzen der Grösse ^v fortschreitenden Potenzreihen für 
^{2w), x{'iv) dem Werthe nach übereinstimmen. 

Hieraus folgt, wenn man %v durch u ersetzt, dass die neue De- 
finition der Functionen i/'(w) \md %{u) als Quotienten zweier nach 
Potenzen von u fortschreitenden Potenzreihen, welche convergiren, 
sobald der absolute Betrag von ti kleiner als Sd ist, eine analytische 
Foi'tsetzung der ursprünglich niu' für das Gebiet |M|<:d erklärten 
Functionenelemente ^(m) und %{u) ergibt, welche sich auf das Gebiet 
|m| -c: 2i? erstreckt. Es geht hieraus zunächst hervor, dass die Piinc- 
tionen ^(m) und i{u) auch ftir das eiweiterte Gebiet des Argumentes 
euldentig erklärt bleiben. 

Setzt man nun wieder in den Gleichungen für ^(m-|-j!), %{u-\-v) 
die Grösse 2v an die Stelle der Grösse u, so ergeben sich ij>(fiv) und 
% (3ii) als Quotienten je zweier nach Potenzen der Grösse v fortschrei- 
tenden Potenzreihen, welche für alle Werthe der Grösse «, deren 
absoluter Betrag kleiner als S ist, convergiren. 

Diese Darstellung eigibt eine Definition für die Functionen ■ip{u) 
und %{u), welche sieh auf dt& Innere des Gebietes j«(| <:3(J erstreckt. 

Schwavii, ßssinnmelle Abha ai ge H 19 
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Auf diese Weise kann man fortfahren und den Bereich des Ai-gumen- 
tes der ITiinötioneu >j) (u) und % («) auf einen beliebig grossen Theil 
der Js-Ebene ausdehnen , ohne dass diese Functionen aufhören , den 
Charsikter rationaler Functionen zu besitzen. 

Hieraus folgt, dass diejenigen analytiacbon Functionen, welche 
aus den früher erkläi'ten Fnnctionenelementen ■ili{ti) und x(ti) durch, 
analytische Fortsetzung entstehen , eindeutige Functionen ihres 
unbeschränkt veränderlichen Argiunentes sind. 

Ist nun die Ordnungazahl deü Zueammenhangew der li'läche T 
grösser als 1, also mindestens gleich 3, weil die Fläche eine ge- 
schlossene ist, ao besitzt die betrachtete, allenthalben endlich blei- 
bende Litegralfunction mindestens zwei Perioden. Es sind daher 
(m) und X {") eindeutige doppelt periodische Functionen des Argumen- 
tes u, welche IVii- alle endlichen Werthe desselben den Charal:ter 
ganzer oder gebrochener rationaler Functionen besitzen. 

Also sind die Functionen ip (tt) und x (") l"*i passender Wahl der 
Invarianten g^ "-i"*^ 9, rationale Functionen der beiden speciellen el- 
liptischen Functionen fpti vnid p'u, welche Herr Weierstrass in 
seinen Vorlesungen über elliptische Functionen seit einer Reihe von 
Jahren zn GriTnide legt. 

Es bleibt nun noch übrig, zu zeigen, dass die Fläche T, falls 
dieselbe nicht einfach znsammenhEingt , nur dreifach zusammenhän- 
gend sein kann. 

Wäre die Ordnungszahl des Zusammenhanges der Fläche T 
gTösser als drei, so wäre mehr als ein Paar Querschnitte erforder- 
lich, um die Fläche T in eine einfach zusammenhängende übexznfuh- 
ren. Dann wäre es möglich, fiir die reellen TheUe der Periodieitäts- 
moduln der aUenthalben endlich bleibenden Integralfunetlon solche 
Werthe zu wählen, dass die Perioden sieh nicht aus zweien unter 
ihnen mit reellen rationalen Zahlencoefiicienten zusammensetzen lassen. 
Dass es wirklich zu jedem Systeme beliebig angenommener Werthe, 
als reeller Theile der Periodieitätsmoduln , für eine gegebene Rie- 
mannsche Fläche eine zugehörende überall endlich bleibende Inte- 
gralfunction gibt, lässt sich ohne Anwendung der Schlueaweise des 
sogenannten Diriehletsehen Princips, durch ein Sehlussverfahi'en 
begründen, dessen Hauptpunkte in einer im Jahrgange 1870 der Mo- 
natsberichte der Königlichen Akademie der Wissenschaften zu Ber- 
lin veröffentlichten Mittheilung*) des Verfassers dai'gelegt sind. 
*} Siehe S. IW— t7l flieses Bandes, 
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Da nun die obige Schlussweise fiii: jede allenthalben endlich 
bleibende Integraifunction gilt, so müsste es eindeutige ITimctionen 
eines complexen Argumentes geben, welche mehr als zwei Fundamen- 
talperioden besitzen, was bekanntlich nicht der I'all ist. 

Also ist die Fläche T entweder einfach oder dreifach zu- 
aaramenhängencl , 

Im ersteren Falle sind die GrrÖssen s und s rationale Functionen 
eines Ai'gumentes t, and bei passender Wahl dieser GrösBe ist auch 
umgekehrt t eine rationale Function der Grössen s und s. 

Im letzteren Falle sind die Grössen s iind s rationale Functio- 
nen von ^Vj und ^'u, und es sind auch umgekehrt, bei passender Wahl 
der Invarianten g^ und g^, jaw und g>'u rationale Functionen der 
Grössen s und ei. 

Aus dem soeben bewiesenen Satze eingibt sich unter anderem der 
folgende : Wenn zwei algebraische Cnrven in der Beziehung zu ein- 
ander stehen , dass es auf nnendlioh viele Weisen mögüeb ist , ver- 
mittelst algebraischer Grleichungen zwischen den Punkten beider Cur- 
ven ein gegenseitig eindeutiges Entsprechen herzustellen, so sind die 
Coordinaten eines beliebigen Punktes jeder der beiden Curveii ent- 
weder rationale Functionen, oder eindeutige elliptisebe Functionen 
eines Parameters. 

ÖÖttingon, 1875. 
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Essai (i'une dfoiionstraüoii d'un üieorenie de 

G6om6trie, redige sur l'invitation de 

M. Charles Herraite. 



Essai cVaue demongtratioii An tliporeme : 

Lss coordonnces iVmiB coitris plane du dßgrc n ^ui a pri'ciscment 

(»~l)(»-2) 
XT ^ 

points äouhles diffenmts s'expriment rationneUement par un paramHre et 
par tme racine carree d'ime fonction entvTe du cinquieme ou flu sixihne 
degre de ce paramdre. 

Prenoijs une courbe plane C^ irrtVlnotible . clont 

F (»,!,) - 

(n~X)(n — 2) 
soit r^quatioii, rj^rii iiit jjn-cisement -- — —-^ -~'ü points doubles 

diff^rents. 

Premieremeni , il sera toujoury possible de faire passer par les 
points donblea et en outre par un point P^ de la courbe C„ pris ar- 
bitrairement tine conrbe C„_„ dn degre n~3, car le nombre proposö 
de ]"ioiiits 

n''—}^n—'^2 ^ 
... . ^ 4,1 

n est pas pms graiid tjiie — — ■^-■^— . 

La, courbe C,,.^ reneonti'e la eorn-be C„ aiix points doubles et en 
ontre anx deux points P^ et PJ. 

Preiions snr la nonrbe C'„ mi point diffcrent des points dniibles 
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et des deux poiiits P„, P^, et feisous passer paj.' ce poiut uouveaa et 
par les poiiits ctoubles de la coiirbe C.^. une courbe C',_j du degr^ 
m — 3. Cette coiirlie sera difförente de la courbe C,..3. Soieiit fp, = 0, 
qsj = les eqtiations des conrbes C„_3, €,'„3; 

(Pi — ^(p„ = 

sera l'öquatioii d'un faisceau de courbes du degre n—ä passant par 
les points doubles de la courbe C„, et dout ebaeuue a en cornmun 
deux poiiits avec C^. Donc, et chaque valeur de la variable k correspon- 
dront deux points de C„, ou ckacun des points de la cottrbe C^ est coii- 
juguö ä im atiii-e et cet autre est conjugur rec^-oqumnent au pfemier. 

XI est necesaaire que les deux points d'interaectiou de la courbe 
cp^~X(p^ = avec la courbe i!'{x, j/) ^ soient vai-iables avec A; si 
i'un d'eux seuleuient etait variable avec l, l'anti'e coustant, la courbe 
C,, ou ¥ (x, ?/) = serait une de eelles-ci, dont les coordoiiaöes peuvent 
6tre exprimees ratiounellement par le paramfetre X, et le nombre 

des points doubles serait ■ -.— -„ '-- , ee ijui est contraire ä l'liy- 

potlifese. 

PrenoiiB cjj second lieu sur la coui'be C^, arbitrairement, n points 
qui soient differeuts des poi]ita douliles et dout aucuu ne soit con- 
ßigni k uu autre de ces n points. 

Soit le point P„ un de ees points, et di''sigiious les a\itres par 
P,, P3, - - ■, P^,. 

Faisons passer par les poiuts doubles et par les points P„,"-,P„_, 
uue courbe C„_^ du degi'ö n — 2, ce qui est toujours pcssible; cette 
courbe rencontrera la courbe C„ en ont]'o aux dmi-x points P„ et P„4.,. 

Choisissons les points doubles et les points P^, P^, ■ ■ ■. P,,, P„^j 
pour les points fondamentaux d'uu faisceau des conrbes du degre 
M— 2. üue de ces conrbes est C„_g ; C,'^^ eu est iine autro. Soient 
(i', = 0, ^j = les öquatious des conrbes C'„_j et' C,;.,j ; 
■l/'i — ftl^a = 

sera l'equatiou du faisceau de coiu'bes du ilegn^ n~2, dont chaennu 
a trois points eu cornmun avec G„ outre les poiuts fondamentaux, et 
ces points sont tous les trois variables avec le paramfetre (i. 

Pour öviter la possibiliti; que le point P„ fnt cornmun aux courbes 
C,^s et C;^_g, ou pourrait chaiiger la significatiou des points P„,Pj,Pj; 
si Von a döterminö la courbe 0,'_j par un point differeut des points 
l'iij Pij T*2, la courbe C,'_,, outre los poiut,s fondamentaux, ne peut 
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avoir que äeux de ees troia points en commiin avec la eoiirbe C^,^, 
et l'oa pourrait choisir le troisiöme poiir le poüit P„ ; puis on poiir- 
rait determinei- de noiiveaii la courbe C„_3, qi, ^= 0, ■ ■ ■. 

Mais on peut dömoutrer a posteiiori que cette possibilite u'a pas 
Heu, car, dans ce caSj ohacime des courbes dvi faisceau -^i — ftili^ = 
rencontrerait la courbe C^ seulement daus un point variable, les coor- 
donnees s'exprimeraient rationn eil erneut par (i et le nombre des points 
donbies serait -^- — ~--^ , oe cLui est contraire ä riiypotheae. 

Parmi les trois points variables <jui aont cominuns ä, une courbe 
du faiBceaii li»,— ja^j = et ä la courbe C„, on ne trouve pas, en 
g^neral, tiue paire de points cojijuguös, car, si l'on pose A = 0, jt = 0, 
les trois points sont ?„, P,, P^, dont auemi n'est, par hypothöse, 
conjugue ä qnelqu'nii. des deux autres. 

On pent donc conclure : A chaqm point de ki courbe C„ , exceptv 
les 2^omts äovhles et les points fondtmientaux , correspmid: 1" tine srule 
valmr de X; 2" une seule valmir de (i. 

A chcKßie välem- du imrametre A correspondent deijs potnis dt- In 
courbe C„, et par consequeitt deux väleurs du parameire (i; h ehaque va- 
leur dw paraiw^'e (i correspondent trois points de la courbe f,,, et pai 
mnsequenf moLS vdmrs äii parmnetre A. 

Cette eoiTes])ondanco est definie par une equation algebrique 
entre les variables A et (i, qui est dn deuxieme degr^ pour la va- 
riable j.1 ot du troisieme degr(5 pour la variable A : 

Oll Xi, Xi, %i sont de« fonctious eutieres du parametre l du troisieme 
degrt'. 

Outre les Solutions qui correspondent aux points doubles et qui 
4 des valeura des parametres A et (t, les ßquations 



fi — (^% = 0, 
F{x,y) =0, 
&{A,^) = 0, 

ont, en general, une seule sohttim {x, y) en commun, car, si l'on pose 
;i, ~ 0, f( ^ 0, le point P, eat le seul point qui soit commun aux 
com-bes ip, ■■= 0, ■i/', =; 0, F ^ 0, outi'e Ibr points doubles. 
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Par cette raison, d'apres un th^oreme coniiu, lea coorclonnees x, y 
du seui iioint variable qui soit commnn aux courbes 

¥{x,y) = 0, (f>,— Kfp-^ = II, ib^ — fiil-:, — 0, 

oü les variables k, jt soiit liöes eiitru elleö ])ai' l'^quation G (A, ^) s= 0, 
s'expriment rationnellemeat par les param^tres X et ft, c'est-ä-dire 
]5ar 2. et la i'aoine carree Vxr^ZiZa d'uiie fonctioii entiere iln f;i7ic[ni^me 
oi\ du sixieme degr<5; ce qu'il fallait deinoutrer. 
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Es sei t eine reelle stetig veränderliGhe Grösse; cp(t), ^(t), x{t) 
seien drei Functionen des Argumentes t, welche ebenfalls nur reelle 
Werthe annehmen, iind welche für alle in Betracht kommenden 
"Werthe dieses Argumentes endlich, stetig und eindeutig sind. 

Unter dieser Yoraussetznng stellen die Gleichungen 

wenn x, y, s rechtwinklige oder schiefwinklige Coordinaten eines 
Punktes bedeuten, allgemein zu reden, eine krumme Linie im Räume dar. 
Wenn die drei betrachteten Functionen Ableitungen erster 
Ordnung 

besitzen, welche für etile in Betracht liommenden Werthe von i end- 
lieh und stetig sind, so besitzt die erwähnte Curve in jedem Punkte, 
für welchen die drei Ableitungen erster Ordnung nicht gleichzeitig 
den Werth annehmen, eine bestinunte Tangente. 

Ist P^ der dem Werthe t^ des Argumentes t entsprechende Punkt 
der Curve, während mindestens eine der drei Grössen 

y'A). ♦'((.), «■('.) 

einen von verschiedenen Werth hat, und ist B^ der dem Werthe 
ij entsprechende, dem Punkte P„ benachbarte Pmikt der Curve, so 
wird die Tangente der betrachteten Curve im Punkte P„ als die 
Gi'enzlagc definirt, welcher die durch die beiden Punkte P„ und Pj 
hindurchgehende Gerade unter der Voraussetzung unendlich nahe 
koiiirat, dasa der Punkt J\ dem Punkte P„ unendlich nahe rückt, 
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tliiter deü angegebenen Vovaussetznngeäi besteht der Satz : 
Sind Pj und Pg zwei von einander verschiedene, dem Punkte P„ 
benachbarte Punkte der Curve , welche den "Werthen (, und t^ des 
Argumentes t entsprechen, und lässt man diese beiden Punkte unab- 
hängig von einander dem Punkte P^ nuendlich nahe rücken, so ist 
die Grrenzlage der durch die beiden Paukte P, und I\ hindurchge- 
henden Geraden die Tangente der Curve im Punkte T^. 

Der Beweis dieses Satzes gründet sich auf den Pundamentalsatz 
der Analysis, dass, wenn t^ und t^ zwei von einander verschiedene 
Werthe bezeichnen, der "Werth des Quotienten 

y('.)-y('.) 



welchem mau auch die Fo 



t,~l. 



v(t.) I 

V(l.) 1 



geben kann, nicht gTÖsser ist als der grösate und nicht kleiner ist 
als der kleinste unter denjenigen Werthen, welche die erste Ablei- 
tung <p'{t) der Function fp{t) in dem Intervalle t^---t^ annimmt. 

Besitzen die drei betrachteten Functionen ausser den Ableitun- 
gen der ersten Ordnung auch Ableitungen der zweiten Ordnung, 

9"ii), nt). X"ii), 
welche für alle in Uetracht konunenden "Werthe von t e]idlich und 
stetig sind, so besitzt die erwähnte Curve in jedem ihrer Pirnkte, 
für welchen die drei Determuianten zweiter Ordnung, 

1 *■(<) xC) 1 ! x'(t) <p'(t) j I if'W ♦'{') 

l*'«) l-[t) \' i f(t) ,,■(() [■ j v-(() *■(*) 

nicht gleichzeitig den. Werth annehmen, nicht bloss eine bestimmte 
Taugente, sondern auch eine bestimmte Osculationsebene, und 
zwar ist, wenn |, jj, g die Coordinaten eines beliebigen Punktes der 
Osculationsebene in dem , dem Werthe t^ entsprechenden Punkte P^ 
der Curve bezeichnen, 



die G-ieieJmng derselhen. 



I ■■] E 1 

^{Q tih) xiQ 1 

<p'{Q ^'(Q x'iQ 

'(4) r(Q x"lQ 



= 
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eines aualytistlieri FuinlauieutalaaLzes, 



Der Abstand der dem Punkte P^ benachbarten Pankte der Curve 
von der Oseiüationsebene ist eine kleine Grösse von höherer als der 
zweiten Ordnung. Diese Eigenschaft enthält zngleicli eine Definition 
der Osculationsebene für jeden nicht singulärei) Punkt, das heisat, für 
alle diejenigen Punkte der Curve, für welche die erwähnten drei Deter- 
minanten zweiter Ordnung nicht gleichzeitig den Werth annehmen. 

Nun besteht der Satz; Siaid P,, Pj, P^ drei von einander ver- 
schiedene, dem 1'nnkte P^ benachbarte Punkte der betrachteten Curve, 
weiche den "Werthen i,, t^, t^ des Argumentes t entsprechen, so ist, 
wenn diese Punkte unabhängig von einander dem Punkte P„ unendlich 
nahe rücken, unter den angegebenen Voraussetzungen die Grenzlage 
für die durch, die drei Punkte P,, I\, P3 hmtluvcligeheude Ebene die 
Osculationsebene der betrachteten Ciirve im PunJite P„. 

Bei dem Versuche, diesen Sata in seiner vollen Allgemeinheit zu 
beweisen, bin ich auf eine Verallgemeinemng des vorhin erwähnten 
Fmidamentalsatzes gefülurt worden, mit deren Hülfe der erwähnte Be- 
weis ohne Schwierigkeit gefiihrt werden kann. 

Da die Gleichung der durch die Punkte P„ Pj, I\ hindurchge- 
henden Ebene in die Eorm 






[i~<p{t:)\- 






b~i'm + 






u-x(<j]='j 



gesetzt werden kann, und da die Coeificienten der Grössen |, t], £ mit 
jeder der drei Differenzen t^~t^, k—K^ h~^>. gleichzeitig unendlich 
klein werden , .so wird es sich darum handeln , einen Ausdrack von 
der Form 





9(t.) 


*('.) 




fit,) 


*(*■) 




«>(«.) 


*(*.) 






t'. 



in der Weise zwischen Grenzen enizuseliliesöen , dass diese Grenzen, 
wenn die drei Werthe t^, t„ t„ nnablrnngig von einander dem Werthe 
t„ imendlich jialie kommen, einander ebenfalls unendlich nahe liomraen, 

Zu diesem Ziele gelangt man durch folgende Betrachtungon. 

Es sei t, die Itleiiiste, t füe grösste der drei Grössen i^, t^, i^. 
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Es seien t', f zwei von einander unabhängige, reelle veränderliche 
Grössen, und zwar sei das Grebiet aller Systeme von Wertheu, welche 
diese veränderlichen Grössen annehmen können , bestimmt durch die 
Bedißgiuigen 

Es sei ij dej; grösste, h der kleinste unter allen den Werthen, 
welche die Determinante 

in dem betracliteten Gebiete anninmit. Hierbei soll der Fall nicht 
ansgeschlossen werden, in welchem diese Determinante in dem ganzen 
Gebiete einen constanten Werth. hat, nur ist dann k = g zu setzen. 
Es ist also 

Durch Multiplieation mit äi" und Integration zwischcii den Grenzen 
f und t" erhält man z^lnäehst 

J 1 ^' : < 1 9''(^') ^'in i =„i ^- *' I 

"i 1 f j — I rp-{t") ^\f) I "^ ^ I 1 r I' 

sodann durcli JiTultiplication mit dt' und Integration zwischen den 
Grenzen t^ und i' 

,1 «■-*. w"~f,) |,.i vLn-fiK) ♦(*■)-*(',) |_„' ''-'. iC'"-';) i 

1 1 r j-| y'(i") *'(*") h^i 1 r l' 

endlich durch abennalige Multiplieation mit Üt" und l.ntegration zwi- 
schen den Gi'enzen t^ und f, wobei t^ <z t" ist. 

Wenn min f = f^, t" = t^ gesetzt wird, so ergibt sich 

I i^-t^ t\~t\ \\ ip(Q-<p(k) i'{h)~Hk) | = , I ^^-h ^l-K I 



oder 



}jh\ 1 i, tl \ S 1 95(^2) "^(i^i) 



-y 


1 ', A\ 
l t, H 1. 

1 '. '; 
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Es ist also der Satz bewiesen : 
„Der Werth des Quotienten 



1 9it, 


*(*,) 


1 (pC, 


*(',) 


1 v(t. 


*(<.) 



ist niciit grosse 
k den kleinste] 
Determinante 



in dem Grebiete 



als ^g und mckt kleiner als ^k, wo g den grösston, 
unter denjenigen AVertken bezeichnet , welche die 






annimmt." 

Mit Hülfe dieses Lehrsatzes bietet der Eeweis des vorher itugc,- 
fiihrten geometrischen Satzes keine Schwierigkeit dar. 

Es kann auch bemerkt werden, dass das soeben mitgetlieilte Be- 
weisverfaliren ohne Schwierigkeit in der Weise verallgemeinert werden 
kann, dass es dazu dient, folgenden Satz zu beweisen. 

„Es seien fi(t), f^ii), ■ ■ • f„{t) n Tunctionen derselben stetig ver- 
änderlichen Grösse (, welche nebst ihren Ableitungen bis zur fn— l)ten 
Ordnung einschliesslich für alle in Betracht kommenden Werthe des 
Argiunentes t endlicli , stetig und eindeutig sind. Sowohl, die G-rösse 
t, als auch die betrachteten Functionen nehmen nur reelle Werthe an. 

Unter diesen Voraussetzungen ist , wenn t„ i^, • • ■ t„ n , von ein- 
ander verschiedene, dem Intervalle (*••-& angehörende Werthe des 
Argumentes t bezeichnen, der Werth des Quotienten 



/■,(*,) W.) 


fM) 
/„(«■) 


fM.) f,(tJ 


/;.«.) 


1 ', 'l 
1 (, ;; 

1 (. 'l 




1 1. tl 


,.-, 
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nieJit 



, "TTT'-iQdiiiclitklemerals ^rrsT^rr- , 
■■(h— 1)! l!2!3!---(w— 



T!2!3!--(h-1)! — -— ■— l!2!3!-(w-l)l' 
wo (7 den grösateii , k den kleinsten unter denjenigen Wertlien be- 
zeichnet, welche die Determinante 



/■;(«") 






/;.('■) 
/:('■■) 



/;->■(«•■■) rr'in . rrxn 



in dem Grebietc 



a^.t ' 



f S t" < 



t" :< r ^ h , 






5& 



annimmt." 

Eine Anwendung dieses Satzes für den Fall m ^ 4 möge diese 
Mittheilnng bescliliessen. 

Eine krumme Linie im Rainne sd bestimmt durch die Grieichungen 



^ ^{t): 



y-Ht), ^ = x(0> 



in -welchen o:, y, s rechtwinklige Punktcoordinaten bezeichnen. Es 
wird vorausgesetzt, dass die drei Tunctionen <f{t), ^(i), lii) nebst 
ihren Ableitungen bis zur dritten Ordnxmg einschliessÜch für die in 
Betracht kommenden Werthe des Argumentes t endlich , stetig und 
eindeutig sind. 

Dem Werthe t-i_ des Argumentes t entspreche der Punltt Pj der 
Cui've, dessen Coordinaten Xi, y^, ^x sein mögen, während r^ den Ab- 
stand desselben vom Coordinatenanfangapunkte bezeichnet. Dem In- 
dex k gebe man die Werthe 0, 1, 2, 3, 4, 

Es seien %,. vj, £ die rechtwinkligen Coordinaten des Mittelpunktes 
der durch die vier Punkte F^, P„ F^, F^ hindurchgehenden Kugel- 
fläche; R sei der Radius derselben. Bezeichnet man die Grösse 
l'-f ^^ + r— -^^ die Potenz der erwähnten Kugelfläche in Bezug auf 
den Coordinatenanfangspunkt, mit— 2ra, so erhält man zur Bestimmung 
der viel' Grössen |, t], g, o die vier Gleichungen ersten Grades 

^?i+yi'^ + ^xi-^(o--^rl = 0, A = 1, 2, 3, 4. 

Es ergeben sich also für |, -ij, g Ausdrücke von der Form 

s _ 1 1 ^}. yx ^-,. i_L _ 1 1 ^iil3J I 1- — il3_A_!LLL 



in welchen die Zähler und Nenner Determinanten vierter Ordnung 
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3ÜSJ 7erallg'emei]ierung isines aualytisclien FLindsiinentalaatzes, 

bezeicLneii , welche die in iloiii. vüi'stelieinleii I-elii'satKe angegebene 
Gestalt besitzen. 

Aus diesen Ausdrücken ergeben sich durch Anwendung dieses 
Lehrsatzes ohne Schwierigkeit die G-renzwerthe, welchen die Grösaen 
g, t;, i; unter der Voraussetzung unendlich nahe kommen, dass die vier 
Punkte Pj, Pj, Fg, P^ unabhängig von einander dein Punkte P„ un- 
endlich nahe riicken. Hierbei ergibt sich, dass die Grenzlage iur die 
erwähnte Kugelfläche mit der zn demPuakteP„ gehörenden Schmie- 
gungskugel der betrachteten Curve zusammenfällt. 

Eezzonico am Corner See, 
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Auszug aus einem Briefe an Herrn F. Klein, 



Sind die TTnstetigkeiten , welche mau einer Potentialfnnctioii u 
auferlegen will, von der Art, dass bei der Ueberschi-eitniig einer Q,ner- 
scbnittiinie die J?nnction um eine coiistante, vorgesciinebene Grösse 
sich ändern soll , ao bedarf das Verfahren , welches in den Monats- 
berichten der Berliner Akademie vom Jahre 1870 für die Einführung 
pnnetueller Unatetigkeiten eingehalten wurde {vergl. die beiden Bei- 
spiele Seite 788-790 und 792—794 daselbst)*) nur einer unerheb- 
lichen Modifieatlon , so lauge der iu Betracht zu ziehende Bereich 
noch eine .Randliaie besitzt, längs welcher die Function u vorge- 
schriebene Werthe haben soll. 

Zuuäehat ist der Satz für einen zweifach zusamTOeiihäiigeudcii 




Bereich T zu beweisen, nnrcli Q, werde aus T der i 
menhängende Bereich T, , durch Q^ , — welcher Querschnitt mit Q, 
keinen Punkt gemeinsam haben darf, -- gehe der Bereich T in den 
Bereich 1\ über. Man integrirc für 1\ ^u — U unter der Bedingmig : 
i( := am gajizeii Kande, ti = J. an beiden Ufern des Querschnitts 
Q,. Es sei 5", das Maximum aller Werthe , welche u längs der ganz 
innerhalb fl\ liegenden Liuie Q^ annimmt. Ebenso integrire man 

") Siehe S. M<!-.160 mvl S. 168--170 dieses Bandes. 
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304 Auszug aus üiiieiii ßriefe an Herrn F. Klein. 

i^ii = für cTas Innere von T, unter der Bedingung: u = am 
ganzen Räude, is = 1 an beiden Ufern von Q^. Es sei q^ das Maxi- 
mum der Werthe , welche u längs der ganz innerhalb T^ liegenden 
Linie Q, annimmt. Sowohl g„ als q^ sind kleiner als 1. 

Es seien mm die Werthe von u längs der ganzen Begrenzung 
von T vorgeschrieben; längs Q, soll (ii^—u~) = K sein. 

Man bestimme für den Bereich 2", eine Function u,, welche am 
Bande von T die vorgeschriebenen Werthe hat, am negativen Ufer 
von Qi irgend welche Werthe, am positiven Ufer die um K grosseren 
Werthe annimmt. Von dieser im Inneren von T^ der Differential- 
gleichung z/m, = genügenden Tunction denke man sich die Werthe 
längs Q^ bestimmt und integrire für 5", die Differentialgleichung 
^u = durch eine Function m„ welche längs des Kandea von T die 
vorgeschriebenen Werthe annimmt (längs der Begrenzungstheile a 
und h muss natürlich «^ = u^ — K sein), welche auf dem negativen 
Ufer von Q^ mit ti,—K, auf dem positiven mit m, übereinstimmt. 
Hierauf bestimme man für das Innere von T^ eine Function m,, so 
dass ^Mj s= 0, längs der Begrenzung von T w-, = «,, längs des nega- 
tiven Ufera von Q, u^ = u^, längs des positiven Ufers u,^u^ + K ist. 

Auf diese Weise fortschreitend bestimme man eine unendliche 
Reihe von Functionen h,, «„ «j, m„ ■ ■-, welche abwechselnd für das 
Innere von T^ und das Innere von 1", erklärt sind. 

Das Maximum (bezw. die obere Grenze) von \u^—u,\, d.h. des 
absoluten Betrages von tt^ — u^, längs Q, sei g, so ist der absolute 
Betrag von u^~iL, längs Q,j sicher nicht grösser als gq^; längs Q, ist 
aber u, — u, = m,— ", fund zwar auf beiden Ufern), folglich ist Wa— «4, 
da diese Differenz am ganzen Räude von T gleich ist, dem abso- 
luten Betrage nach an keiner Htelle innerhalb T^ grösser als gq^, 
längs <3i jedenfalls nicht gi-;i(^aer als (/^,q2- Mithin ist 'iU^-~-ti.\^gq^q^, 

Hieraus folgt zunächst , dass die Functionen u^^^, sowohl , als 
auch die Functionen m^^ sich mit wachsendem Index zwei bestimmten 
Grienzfunctionen u' und u" nähern, welche beziehlieh für die Bereiche 
T^ und T^ erklärt sind und innerhalb dieser Bereiche die Differential- 
gleichung befriedigen. Längs der ganzen Begreuzung Q'^, a, Q^, h des 
Theilbereiches T* Ist u' = u"-i-K, es besteht daher diese Grleichung 
auch im Inneren von T*. Längs der ganzen Begrenzung des Theil- 
bereiches T — T" ist m' = ii", es besteht daher diese Gleichung auch 
im Inneren von T -- ?'*. 
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AiiBzng aus eiiiem Briefe an Herrn F. Kleiu. H05 

Hetzt mau aber u = tC im Inneiren von T,, so igt it" die analy- 
tische Jortsetzmig von u" über Q, hinaus ; diese Eortaetzv^ng ist aber, 
wie bewiesen, innerhalb 2"" gleich u'—K, (}. h. gleich u^'—K, also ist 
die Function m = m' die gesuchte. 

Es ist also der Satz für einen zweifach zusammenhängenden 
Bereich , für einen beliebig vorgeschriebenen Periodicitätsraodul und 
für beliebig vorgeschriebene (im Allgemeinen stetige) Randwerthe 
bewiesen. 

Unter der Voraussetzung der Gültigkeit des Satzes flir einen 
zweifach zusammenhängenden Bereich kann mau nun den analogen 
Satz für einen dreifach zusammenhängenden Bereich beweisen. Es 
sei T dreifach zusammenhängend. Man construire einen Querschnitt 
Q„ dnrch welchen 5' in einen zweifach zusammenhängenden Bereich 
T^ Übergeht. Man construire einen zweiten Querschnitt Q^ , welcher 
durch continuirliche G-estaltsänderung auf Q, reducirbar ist, der aber 
mit Q, keinen Punkt gemeinsam hat. Durch Q^ gehe T m T, über. 

Nun kann man , dem bereits bewieseneu Satze zufolge , für die 
Bereiche T, und T^ die Functionen m„ Mj, w^, ■ ■ - bestimmen , welche 
einen vorgeschriebenen Periodicitätsmodul bereits besitzen, und, genau 
dem vorher angegebenen Verfahren entsprechend, der Function ti einen 
zweiten Periodicitätsmodul aufzwingen. 

So kann man fortfahren, so lange eben überhaupt noch eine 
ßandlinie übrig bleibt, längs welcher die Function « vorgeschrie- 
bene Werthe annehmen soll. 

Will man aber auch diese letzte Randlinie fortschaffen, also zu 
einer geschlossenen Riemannsehen Fläche ohne Eandlinien über- 
gehen , so kann man nicht auf dieselbe "Weise verfahren , weil man 
bezüglich des Beweises auf Schwierigkeiten stosst. 

Diese Schwierigkeit, welche mir anfänglich viele Mühe gemacht, 
hat, habe ich auf folgende "Weise überwunden. 

Aus der Riemannsehen Fläche T schneide man eine Kreisfläche 
mit dem Radius JR, heraus, die in ihrem Inneren lieine singulare Stelle 
besitzt. Die von T noch übrig bleibende Fläche möge mit T, be- 
zeichnet werden. Diese Fläche , welche also jetzt eine RandHnie 
besitzt , gestattet die Anwendung des bewiesenen Satzes zweifellos. 
Zu dem Kreise mit dem Radius B, construire man nun einen con- 
centrischen mit grösserem Radius M^ und bezeichne das Innere 
dieses Kreises mit T^. Die beiden Kreise mit den Radien R, und 
JR^ sollen in demselben Blatte von T liegen; es kann also iram.er 
SthwBH, Gssuramelts Alihnnüliuigeii, 11. 20 
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erreicht werden, dasa auch dev grössere Kreis keine singulare Stelle 
in seinem Inneren enthält. 

Man nehme mm längs r ^= E^ eine Werthereihe beliebig an, 
z, B. M = 0, und bestimme für den Bereich T, eine Function !(„ 
welche am Rande r = B^ gleich ist , der Differentialgleichung 
z/m, = genügt, untl an allen Querschnitten die vorgeschriebenen 
Periodicitätsmodoln besitzt. Eine solche Function existirt, lässt sieh 
anch über den Band von T, hinaus fortsetzen , aber von dieser Fort- 
setzung kann man keinen Gebrauch machen, weil dieselbe für r <cli, 
nicht eindeutig und stetig bleibt. 

Man bestimme hierauf für das Innere von T^ eine Function ti^, 
welche längs f = ü^ mit u^ übereinstimmt und für die z/w, = ist. 
Hierauf bestimme mau für das Innere von T, eine ueue Function m„ 
für welche z/m^ = ist, welche längs r = B^ mit u^ übereinstimmt, 
und welche im Inneren von 2', an allen Querschnitten die vorgeschrie- 
benen Periodieitätsmoduln besitzt. 

Auf diese Weise fahre man fort, 

Genau dasselbe Verfahren, welches auf 8,792*) dazu angewendet 
worden ist, der Function u eine algebraische TJnstetigkeii aufzuzwingen, 
wird hier daau benutzt, zu bewirken, dass die Grenzfiinction, der die 
Functionen «„ w,, ■■■ mit wachsendem Index unendlich nahe kommen, 
in dem ganzen Inneren des Bereiches T^ sich eindeutig analytisch 
fortsetzen lässt. 

Von wesentlichem Einflüsse auf die Beweisführung ist hierbei ein 
Hülfssatz, den ich im 74teu Bande des Journals für Mathematik auf 
Seite 232 erwähnt habe. {Mitimter ist es nützlich u. s. w,)**) 

Dieser höchst einfache Hülfssatz leistet in vielen Fällen sehr 
gute Dienste, besonders für den Fall geschlossener Bereiche. 

Hiermit glaube ich hinreichend angedeutet zu haben, wie ich mir 
etwa den Nachweis der Existenz der überall endlieh bleibenden Inte- 
grEilfunctionen zurechtgelegt habe , auf den ich natürlich grosses Ge- 
wicht legen musste , wenn anders die von mir angewendete Schiusa- 
weise überhaupt geeignet sein sollte, die Sätze zu beweisen, welche 
Riemann gefunden und ausgesprochen, aber eben nicht bewiesen hat. 

(1. Februar 1882.) 

*) Sielie S. 168 iT. diesea Bandes. 
**) Siehe 8. 189 und 190 dieaea Bandes. 
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Demonstration 61ementaire d'une propri6t6 fon- 
damentale des fonctions interpolaires. 



1" DöaignODS par t une variable indöpendante qni puisse prenclre 
toutes les valenrs reelles comprises entre deux limites dounees , par 

F'{t) une fonction de cette variable et par F'{t), F"(t), F'''-"(t) 

ses derivees des w~l premiers ordres. 

Supposons qiie la fonction F(t) ne prenne C[tte des valeurs reelles 
et q^ue cHacune des fonctions F{t), F'it), F"{t), ■ ■ ■ F'"-'\t) soit 
nne fonction continne ne prenant qu'nne aenle valem- ponr ehaque 
valeiir de son argument. 

Supposons eniin que la fonction F(t) s'annule ponr les n vafeui's 
diff^rentes (; [A = 1, 2, ■ ■ ■ n] de son argument. 

Des equations 

F{t,) = 0, F(t,) = 0, ■ . ■ F(tJ = 

on conclut , d'apres un theoreme connu , que , choisissant oonvenable- 
ment les n — 1 valeurs t^ 

on anra les equations 

F\t[) = 0, F\t';) = 0, ■ ■ ■ F'{tl_,) = 0. 

En eontinuant ainsi le raisonnement on parviendra aux equations 
analognes 

F"(Q = 0, F"(f;) ^ 0, ■ ■ ■ F"(tl_,) = 0, 

F"'(t';') = 0, ■ ■ ■ i'"""(C) = f>, 



F"-"(fr'') = 0. 
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308 Ddmoiiatraiit)H d'ime propi'iStö äes fonetions interpolaires. 

Tontt;s lea valenrs ij"' sont intermediaives entre t^ et t,^. 

W D^signons par f{t) uae fonetion de la variable t qui soit 
soumise anx mgmes conditions que la fonetion F(t) sauf la condition 
de s'aauTiler poiir les valeurs t,, t^, ■ • ■ t„. Soit f{t) la fonetion g4- 
ii^ratrice des fonctions interpolairea f(t^, i^), f(t^, t^, %),---f{K) hr"K) 
(Voir les Äüi äella B. Accaäemia delle Sciense di Torino, vol. XIII, 
pag. 716, et vol. SVI, pag. 270-272). 

Soit g{t) la fonetion enti^re dn (w — 1)'^™" degre doimee par la 
formiüe d'interpolation dite de Newton 

on aiii'a poiir A = 1, S, ■ • ■ w 



En d<;signant la valeur constante de la derivf^e dn (»—1)'*""' ordre de 
la fonetion g(t) par jt'"~"(OT on aura 

La fonetion F{t) definie par IMquation 

F(t) = f(i)-9(t) 

repond precisemcnt anx conditions enoncees dans Ic n" 1. Donc, posant 

( = t'"~" z=: ti, oü u designe une valenr interm^diairo entre t, et if,,, 

on anra 

F'-''(t) = /■" (()-/-»(«, F"'(») = 0, 
ou 

«'.. '.' ■■•« = -nnrhCT,/" (»)■ ['.<»-='-]■ 

C. Q. F. D. 
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Sur une d^finitioii erron^e 
de l'aire d'une surface courbe. 



Apres avoir donii^ la döfinition suivante : 

„Soit une portion de surface courbe terminee par un contour 0; nous 
„nommerons aire de eette surface la Umite S vers laqueÜe tend Vaii-e 
„d'une surfaee polyeärdle inscrite formee de faces triangulaires et terminee 
.^par un eontour polygonal F ayant pour Umite le contour 0".*) 

M. J. A. Serret oontinue ainsi: „11 faut demontret- que la Umite 
S existe et gu'dle est ind^endanie de la loi suivant laquelle decroissent 
les faces de la surface polyedrale inscrite". 

Si Ton voiilait exaraiiier .la dömonstration de cet enonee essayee 
par rillustre savaiit, oii troiiverait qix'elle donüe Heu k des objeetions 
sMeusea, mais il n'est pas n^cessaire de faire cet examen. On poxura 
dömoDtrer , au contraire , que , si la surface doiinöe est une surface 
courbe et si le poly&dre iuscrit n'est pas assujetti ä certaiues condi- 
tious additiounelles et restriotives (par eserai^le, que cliaque face du 
polyfedre fasse un angle infinimeut petit avec le plan tangent de la 
surface en un point infiniment voisiu de cette face) l'aire de la surface 
du polyedre insmt peut surpasser une guantUe donnee. 

II suiüra, pour dömontrer cette proposition, d'appeler l'attention 
des göomfetres sur un senl exemple d'iin tel polyedre insorit satisfai- 
sant ä toutes les conditions comprisee dans l'i^nonc^ de M. Serret, 
et dont l'aire peut surpasser une grandeur donnöe. 

Designons par x, y, s les coordonnees rectaagulaires d'un point, 
par M, V deux variables independantes , par r, h deux coustantes , et 
par m, n, a des nombres entiers positifs. 



*) J. A. Serret, Ooura de calciil difi&eutiel et integral, tome Beconä, ] 
de la pcemifere ßtiition, page 393 de la deuxieme editjon. 
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mU Sui' uue ilöfliiitioii erroiiüe de I'airo (l'iuie surface coui'be. 

Les dquations 

X = rcoazt, y = rsinu, z = v, 0<w:<2je, 0^«^ä 

i'eprösentent un cylincli'e droit düiit la surface conrbe a l'aire 2r%]i. 
'A ce eylindre on peut inscrire uii polyfedre ä Amn t'aees triangulaires 
qui satisfait aux conditioiis suivantes: 

1", — Tous les sommeta de ce polyfedre sout donnös par les 
cquatioDS : 

__ , _ 2(iK __ ' _ ■^A 

iji ^ 0, 1, 2, ... w— I, v = 0,1,2, ...«); 

M — *' — m --> ^ *- 2ra 

(^ = D, 1, 2, ... m — l, V = 0, 1,3, ,,. n — 1), 

ä". Toutes les face.'ä tnaugnlaires sont isocfeles et cougruea eiitre elleö. 
3". Les bases de tous ce,s triangles isooeles sont situees daiis 
les plans s = v' , s = i>". 

La base et la haiiteiir d'niie face tiiaiigiilaire ont les longueiirs : 



Par conHetj^ueut l'aire totale dn polyedt'c inscrit a la valeur : 



De eette i'orravile oii conclat : 

1". Si Ton f'ait n = cmi, oh a la limite cherekee ti = 'lr%k 
yuiir m = co. 

2". Si l'oii f'ait n ^ am', on tronvc que la limite S de l'aiie S' 
est dornige pai* röq^uatioii 

S = 2ritSl'(^r'^%^-^h\ 

II e.st evident (jne la valenr de cette limite depend dii uombre 
u et q^u'elle peut surpasser iine grandeur dounöe, 

3°. Si l'on fait n = am", on trouve que l'aire S' est )j1us grande que 



8r°«i^sin( — IsinM „ — ). 
\m/ \2m/ 



Baus ce oas, il n'y a plus de limite pour la quantite 6", cai' cette 
qixantite sui'passe, pour lim. m = co, iiue grandem.' quelconqne douii^e. 
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erronee de Taire d'une suvface courbe. 
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De ce qui pr^cfede oii conclnra que la ddünition de l'aire d'iine 
sarface courbe doiin^e parM.Serret doit 6tre modifiee par l'addition 
d'uue condition restrictive concernant la construction du polyfedre 
inscrit eii questioii. 




La ügure 2'd represente un dea polyedres inscrits doiit il ■ 
d'etre questioii. 
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Bestimmung der sclieinbareii Grösse eines 

Ellipsoids für einen beliebigen Pnnkt des 

Raumes. 



NuohcicLtEiD von der ICänigllclisn Geaellscliaft der V/issmsehB.nm uml aar »sorg - Augusts- 
Uiüyereltät zu Göttingan, Jahtgajig 1383. Seitn 80-50. 

Die Beatimmuug der scheinbaren Grösse eines Eilipsoida fiir einen 
usaerhalb desselben liegenden Punkt des Ranmes bietet 
ein recht geeignetes Beispiel der Anwendung der elliptiacben Func- 
tionen anf eine geometrische Aufgabe. Bei der folgenden Behandlung 
dieaei' Aufgabe mache ich , mit Absicht nnr eine kleine Zahl %'ou 
Sätzen der analytischen G-eometrie als bekannt voraussetzend , -von 
der BezeichnuDgaweise G-ebraueh, deren sich Heri' "Weierstraas in 
aeiuen Vorlesungen über elliptische Functionen seit einer Reihe von 
Jahren bedient. 

Es sei — s-4-^?-H — r"l = die auf ein rechtwinkliges Coordi- 
«^ B^ e= _ _ * 

natensyatem bezogene Gleichung einea EUipsoids. Gesucht ist die 
scheinbare Grösse dieses Ellipsoids für den ausserhalb desselben lie- 
genden Punkt P(, mit den Coordinaten x^, y^, 0^. 
Setzt man 

und leg-t in diesen Avisdriicken dem Parameter t denselben Werth 
hei, so ist F{x^ p,g-t) = die Gleichung einer zu dem gegebenen Ellip- 
soide coufocalen Fläche zweiten Grades und f{x,y,z;t) = die 
Gleichung des vom Punkte P„ aus an diese Fläche gelegten einhül- 
lenden Kegels. 
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Scbeiüliare Grosse des Bllipsoiiis. yijj 

Die elliptischen Coordinaten des Punktes P^,, die Wurzeln der 
eubischeo G-leicliiiug F{x^, y„, ß^; t) = 0, mögen roit t^, t,, t^ bezeichnet 
werden, wobei die folgenden Bestimmungen getroffen werden mögen: 

Es ist 



F{:>^,,y,,,,;t) - 






Durch Miütiplication mit (t + a'){t + F)(t + c^) g&kt f{x,p, s -jt) 
über in eine ganze i\inction zweiten Grades der Grösse t 

it-i-a')(t + b')(t + c')f{x,y,^;t)~(,(x,y,i!;t) = g(t) ^ a, + G,t + G,t% 

und zwar hat der Coefficient von f den Werth 

G, = (x-.x,y + (y~yJ + {0-^J. 

Wenn dem Parameter t einer der drei Werthe t„ t^, t^ beigelegt 
wird, so geht der Kegel f{x, y, s ; t) = 'm eine Doppelebene über. 
Die drei durch diese Betrachtung sich ergebenden Ebenen sind die 
Tangentialebenen an die durch den Punkt P„ hindurchgehenden und 
mit dem gegebenen Ellipsoide confocalen Flächen zweiten Grades, und 
zwai' stehen je zwei dieser drei Ebenen auf einander senkrecht , wie 
aus der geometrischen Interpretation der Q-leichung 

sich ergibt. 

Setzt man nun für ;, = i, 2, y 

'M) = ('. + »-)tt.+»-)(««+«')j~f„. + -,f*.+ ,^.-lf 

SO ergibt sich aus der L a g r an g e sehen Interpolationsformei die 
identische Grleiehung 



»« = (f_(,)(i,^t.)»('.) + (i-Zyp-LTjsC.) + (,,_,_)((,_(,) si',>- 

Duroh dieae Formel ist die Gleichung des Kegels gii) = ^ auf die 
Hauptaxen desselben bezogen, denn die Grössen 3 (i^) sind die 
Quadrate i'on drei linearpTi Functionen de]' Coordinaten, und die drei 
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314 Sclieinbave Gi'usse des EOipsoids. 

durch die Grleichungen g{t,) = dargestellten Ebenen stehen zu je 
zweien anf einander senkrecht. 

Vergleicht inan beiderseits die Cocfficienten von f , so erhält man 
die Identität 

Hieraus folgt , indem man vorübergehend die Coordiuaten x, y, s den 
Bedingungen ij{t^) = 0, (j{t,) = 0, (;i, ft, v) = (1, 2, 3) unterwirft, 
hl — __. u^it i;|e,ii Quadrate 

des Äbstandes des Punktes mit den Coordinaten x, y, s von der 
Ebene <j{tx) = genau übereinstimmt. 
"Werden beide Seiten der Gleichnng 

in Bezug auf t differentürt, und wird nach ausgefiihrter Differentiation 
t =^ ti gesetzt, so ergibt sich die (rleichung 



und aus derselben folgt ein anderer Beweis für die Riclitigkoit dei' 
ausgesprochenen Behauptung, 

Bezeichnet man die senkrechten Abstände des Punktes mit den 
Coordinaten *,!/,*■ von den drei Ebenen (/(^i) = 0, g{t,)^0, (/(ij = 
beziehlich mit |, ij, §, so erhält man die Identität 

g(ig.^.^;0 _ g"' j_ n' ^ __S^_._ 



Es haben demnach,, die vom Punkte P„ aus an die confocalen Elächen 
F{x,y,ä]t) = gelegten einhüllenden Kegelflächen ebenfalls die 
Eigenschaft, confocal zn sein, 
Aus der Gfleichung 

ergibt sich ferner 

<j(x,il,s;t) s 

{i+o-)((+i-)('+«')j-55-+-,^-ff+i|^-ij'+(i-y{<-!,)(i-yy(»:.»,^;i). 
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Sülieiiibare Grösse des Ellipsoiils. 
Hieraus folgt iden.tisch 



^TT^-H+^X^'y'"'^ 



i~t,t-f,t—t,~(t-t,){t-t,){i-Q\t+a''^t+b'^t+c' 
Setzt Jiiaii nun 
= _ {t,+ c<;')(t, + b'' )(t, + c ') { x^x y,y ,,, Y 

d. li. betrachtet man die Selinittliiiien jener KegeWäcketi mit dei' 
Ebene tj = , niid !ässt man dann t in den Werth (, übergehen , so 
ergibt sich; wenn man beiderseits nach Potenzen von t~t^ entwickelt 
und die constanten G-lieder vergleicht , daaa nntei' der Bedingung 
7j = Ü die Grleichung besteht 

Uie don betrachteten einhüllenden Kegeln gemeinschaftlichen i'ocal- 
sti'ahlenj bestimmt durch die Gleichungen 



.S' 



: 



sind nnthin die Schnittlinien des einschaligen Hyijerholoids 

Fix,y,£\ Q = 
mit seiner Tangentialebene im Punkte 1\ 






j-1 == U. 



(Vergl. ein Schreiben Jacobi's an Steiner, Journal für reine 
und angewandte Mathematik, Band 12, Seite 137.) 

Der vom Punkte P« an das ElKpaoid F{x,y,'s]i}) = gelegte 
einhüllende Kegel hat also auf seine Hauptaxen bezogen die Gleichung 

wo ifj > >- ij i> ij ist. 

Diese Kegelfläche werde nun durch eine concentrische Kugelfläche 

geschnitten. Die Schnittlinie besteht aus zwei getrennten , auf vev- 
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316 Scheiubai'e Grösse des Bllipsoiiis. 

scliiedeüeii Seiten der Ebene | = liegenden i\aä in Bezug auf diese 
Ebene au einander syrainetriscben Theilen, von denen jeder eine ge= 
sdilossene, in sich znrüekkelirende krumme Linie ist. 

Der Mäelieniiilialt des von einer dieser Linien begrenzten , ganz 
auf einer Seite der Ebene | = Hegenden Stückes der Kugelfläche 
ist alsdann das Mass für die acheinhare Grösse, unter welcher das 
gegebene EUipsoid einem im Pnnkte ?„ befindlichen Auge erscheint. 

2ur Bereclmnng dieses Inhalts kann man von dem Satze Grebraneh 
maclien , dass die Summe aus der Masszahl des Flächeninhalts eines 
von einer sphärischen Cnrve begrenzten Thelles einer Kugelfläche 
mit dem. Radius 1 und aus der Masszahl des Umfanges ihrer Polar- 
figni- auf derselben Kugelfläche stets der Zahl 2x gleich ist. 

Die Polar cnrve zn dem betrachteten sphärischen Kegelschnitt 
ist wiedei' ein sphä.rischer Kegelschnitt , nämlich die Schnittlinie der 
Kngelfläche 

r + 'if + r = 1 

mit der Kegelfläche 

Bestimmt man einen beliebigen Punkt dieser Curve durch die 
awischen — ;*' und — 1~^ liegende Wurzel der Grleichung 

T-\- 1-' "'" J~+'t^ '^ TTC "^ " ' 

so erhält man für das Quadrat der Länge des Linienelementes dl der 
betrachteten Cuitc (vergl. Hesse, Vorlesungen über die analytische 
G-eometrie des Eaumes, dritte Auflage, Seite 320) die GHeiehung 

dl' = «■+*,■+«' = !-(ii+ c)(r+c)(f -HT-T- 

mithin, vi'enn mau A = —t"' setzt. 

In dieser Formel ist beiden Quadratwurzeln ihr positiver Wertk 



Fasst mau alle Punkte der hi Betracht gezogenen Curve ins 
Auge, für welche gleichzeitig § > 0, JiSiO, £^Ü, so erhält man den 
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Scheinbare Grösse des EUipsokls. 317 

■vierten Tlieil einer der beiden darch die angegebenen Gleichungen 
dargestellten, gescMossenen Linien, vind zwar hat man, nni alle Punkte 
dieses Stückes zix erhalten; der Yariablen t alle Werthe von i, bis t 



Die gesuchte scheinbare Grösse des EUipsoids für den Pi\nkt P^, 
wird also gegeben dnrch den Ausdruck 



äu + 4 



•/. '\/ 



\/iJ^t^dt_ 



J^^ t\J4:(t--t,){t-Q(t~Q 
7au\' Berechniing dieses elliptischen Integrals setze man; 

und bestimme die drei Grossen c^, e^, e, so, dass ihre Snmme gleich 
ist; man erhält dann: 



Indem mati mm mit f{u) = ip{n\to, m') die elliptische i'^unction be- 
zeichnet, welche zu den auf die angegebene Weise bestimmten Grössen 
^n ^31 ^s gehört, wobei die durch diese Grössen bestimmten Invarian- 
ten der JFnnction ^pit durch die Grössen a^, b', if, xl, yl, $1 rational aus- 
drückbar sind, setze man 

.■ = s.(m + o'). 
Hierbei wird vorausgesetzt , dass die Grössen ro nnd —^ reelle und 
zwar positive "Werthe haben. 

Setzt man femer, mit w eine in. der Folge noch genauer zu be- 
stimmende Grösse bezeichnend. 



k-^i^-^h 



■■ S^w, 



so ist jaic reell und liegt zwischen e^ und c,. 

Da nun die Pußction g«{, wenn u wd dem directen "Wege von o 
bis ro-i-ra' fortschreitet, jeden zwischen ßi und c^ liegenden "Werth 
einmal annimmt, so kann man für tv den auf dieser Strecke liegen- 
den Werth wählen, für welchen f>w den vorgeschriebenen "Werth an- 
nimmt. Unter dieser Voraussetzung hat §)'w einen positiv imagi- 
nären Werth. 

Da dem Werthe i' = 0V der Werth t = entspricht, so erhält 
man 
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3]g Selieinbai-e Grösse dun Ellipsüiils. 

wo der Quadratwurzel \i,t^i^ ihr positiver Werth beizulegen ist. 
Lässt man m auf direetem Wege von bis o fortschreiten, so 
nimmt s =s piu + a') stetig wachsend alle Werthe von e^ bis e^, 
also i alle Werthe von t, bis ^3 an und es ist 

ät ds , 

— ■ — dti. 



Man hat daher den Atisdnick 



2 r ^■(w)du 
ij f{u + ta\ 



)-f{w) 

KU berechnen,, wobei die Integration anf divectem AVege Emwznfiili- 
ren ist. 

Man hat 

j-j'mi __ G'(w— w) ^'(u-\-w) ^ <oiv 

mithin ist 

p'w ^ 6'^{u~w} _ 6l(u+ iv) g 6'w 

f;j{u + c)' ) — §>iv 6^{u~-ic ) 5j(m -[- wi} G »« ' 

folglich 



/" p'{tv)dti _^ , 5,{w—u) 



/■'■' &'Uv)du , S,(w — to} , j, Sw , lo'^W ,n ■ 

/ , r n T-T = log rn — T^ + ^ "r — C = - äjjH.' + 2 ^^ (0 +2nm. 

J f{u + to)—p{w) " Qäfw + fl)) 6ii; oiv 

"Die ganze Zahl n ist durch die Bedingung bestiiimit, dass für 
w = 03, p'tv = der "Werth des bestimmten Integrals sich auf 
redueiren muss : die ganze Zahl n hat also den Werth 0. 

Setzt man noch w = ra-J-w,«, wobei also die G-rÖsse iv^ der .Be- 
dingung < iüj <c —V- genügt , so ist 

und man erhält für die gesuchte scheinbare G-rösse des Ellipsoids 
.schliesslich den Ausdruck 
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Bezeiclmeii nach der getrotfeaen restsetzmig t^, t^, t^ die ellipti- 
schen Coordinateii des Punktes P„, so hat man zn setzen: 

;a{!f,i)~P, = -. 

Aus diesen Gleichungen ist die Grösse iv^ dci* .Bedingung 
< tu. <: — ■ 

gemäss auf bekannte Welse zu bestimmen. 

Macht man Gebranch von den Bezeichnungen: 



so erhält man für die gesuchte scheinbare Grosse des EUipsoids fol- 
gende beiden Ansdi'iicke : 



q /.. ij ^ q wi 9/(|Sin'2«;n:— 4?('sin4iijr-|-6Ai sinßiJJE—' - ■ "v 
"" V "' m' 1 — ä/(jCos2t'n; -|- 2Af cos4ji;t— 2Ä*cos6ffji: + ■■■ J' 
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7jUY conformen Abbildung der Fläche eines 
Rechtecks auf die Fläche einer Halbkugel. 



Unter der Voraussetzung, ilaas 3er Grröase to^ ein positiver Wcrfh, 
der Gf-TÖsse et, ein positiv imaginärer Werth beigelegt wird, lietvachte 
man die elliptische Function 

für deren Argument u + vi das Grossenpaar (2(o,, 2ojs) ein primitives 



Bei der geometrischen Darstellung der complesen ( 
entspricht, wenn die Veränderlichkeit der Variablen u und v auf 
reelle "Werthe beschränkt wird , der Gesaramtheit aller Werthepaare 
M, Vf welche den Bedingungen 

genügen, die Fläche eines Rechtecks mit den Ecken 

Längs der Begrenzung dieses Rechtecks nimmt die Fimction <p{u~\-vi) 
ausschliesslich reelle Werthe au; insbesonde]^e entsprechen den vier 
Ecken desselben die Werthe 

4-7(0) = CO, S3(«),) = e,, p(a^+a,} = e„ pK) = e„ 

wo e,, Gg, e, drei die IJngleichheitsbedingung 



erfüllende reelle G-rÖsseii bezeichnen, deren öumine gleiclt isi:. 
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Conforme Äbbiklimg clor Fläclie des RecliteelES. 321 

Bei der geometrischen Darstellung der complexeii Grösse p{u + vi) 
entspricht dem betrachteten Rechteck die Fläche einer Halbehene, 
auf welche die Fläche des Rechtecks in der Art zuBammenhängend 
und in de]i kleinsten Theilen ähnlich abgebildet wird, dass die Punkte 
beider Flächen einander in gegenseitig eindeutiger Weise entsprechen. 

Geht man durch Transformation mittelst reciproker Eadien von 
der Fläche dieser Halbebene zu der Fläche einer Halbkugel über, 
so erhält man die allgemeinste conforme Abbildung der Fläche eines 
Eechteeks auf die Fläche einer Halbkugel. 

Damit bei dem Uebergange von der Halbebene zur Halbkugel 
den vier singidären Werthen co, e,, e^, e, zwei Paare gegenüber- 
liegender Punkte auf der Begrenzung der Halbkugel entsprechen, 
muss der Trans formationsmittelpunkt auf der im Punkte e, zur Fläche 
der Halbobene aenkrechten Geraden und zwar im Abstände 



E = \/{e,-e,}(e,-e,) 

von dieser Halbebene gewählt werden. Es entsprechen dann den 
beiden Mittellinien des Rechtecks 

auf der Halbkugel zwei Halbkreise, in Bezug auf deren Ebenen die 
vier singulären Punkte der Begrenzung symmetiische Lage haben, 

Die TTnikehrung der hiermit gelösten speciellen Abbildungsauf- 
gabe einweist sieh als ein specieEer Fall, beziehungsweise als ein 
Grenzfall einer von Herrn E. Schering in seiner Preisschrift: 
Ueber die conforme Abbildung des Ellipsoids auf der Ebene, Göttin- 
gen 1858, gelösten Aufgabe. Jede der beiden Hälften, in welche die 
Oberfläche eines ungieichaxigen Ellipsoids durch den die vier Nabel- 
punkte desselben enthaltenden Hauptschnitt zerfällt, wird durch die 
in dieser Preisschrift entwickelten Formeln zusammenhängend und in 
den kleinsten Theilen ähnlieh auf die Fläche eines Rechtecks ab- 
gebildet, und zwar in der Art, dass jeder Krümmungslinie des El- 
lipsoids eine Parallele zu einer der Seiten dieses Rechtecks, jedem 
Nabelpunkte eine Ecke desselben entspricht. 

Der G-edanke, welcher der Lösung dieser Aufgabe zu G-runde 
liegt, beruht auf der von Jacobi gegebenen Andeutimg, dass man 
durch Einfuhrung der elliptischen Coordinaten als unabhängiger Va- 
riablen in denjenigen DifFereiitiaigleichungen , von deren Lösung die 

ScUwiii-z, GoBiuiHiieltii Al)li[in(iliuigon. II. 21 
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322 (JoDforme Abbildung der Fläche lies Kechtecks, 

conforme Abbildung der Oberfläche des ElUpsoids axii eine Ebene ab- 
hängt, die Variablen getrennt erhält. 

Da nun diese Bemerkung auch für den Grenzfall noch unverän- 
derte Greltnng behält, in welchem an die Stelle des EUipsoids eine 
Kugel, an die Stelle der beiden Schaaren von zu dem EUipsoide con- 
focalen Hyperboloiden zwei Schaaren confocaler, mit der Kugel eon- 
centriseher Kegel zweiten Grades treten , so kann maii die Aufgabe 
der conformen Abbildung der Fläche einer Halbkugel auf die Fläche 
eines ßeehtecka, sowie die Umkehruug dieser Aufgabe unter Anwen- 
dung eines bekannten Grenzüberganges auch mit Hülfe der in dei' 
erwähnten Preissehriffc entwickelten Formeln lösen. 

Bei einigen Anwendungen der elliptischen Functionen auf geo- 
metrische Aufgaben gewährt es eine nicht imbeträchtUche Erleich- 
terung, auf ein bestimmtes System von Formeln Bezug nehmen zu 
können, durch welches die erwähnte gegenseitig eindeutige, pimkt- 
weise Beziehung zwischen der Fläche eines Rechtecks und der Fläche 
einer Halbkugel, in einfacher "Weise unmittelbar zum analytischen 
Ausdruck gelangt, 

Aus diesem Grunde stelle ich im Nachfolgenden einige auf die 
besprochene Aufgabe sich beziehende Formeln zusammen. Ich mache 
hierbei von derjenigen Bezeichnuiigsweise der elliptischen Functionen 
Gehrauch , deren sich Herr W e i p r s t r a. s s in seinen Vorlesungen 
bedient. 

In der Ebene , deren Punkte die Werthe der complexen Grösse 
f(u + vi) geometrisch darstellen, und welche aus diesem Grunde die 
Ebene ^(u + vi) genannt werden kann, werde der dem Werthe e^ 
entsprechende Punkt zum Nullpunkte eJnea rechtwinkligen Coordina- 
tensystems (X', ¥', Z') gewählt, während die Strecken +1 und +* 
die positiven Richtungen der X'- und F'-Axe bezeichnen. Wählt 
msM aodann den Punkt X' = 0, Y' =s Ü, Z' = +R zum Mittelpunkt 
der Tiansfoimation durch reciproke Radien, so entspricht der Ebene 
Z'= unter der Voraussetzung, dass die Potenz der Transforma- 
tion den Weith 2iJ" hat, die Kugelfläche 

X'-'-¥Y"^^Z"= R\ 
Setzt man liierauf 

, ~ l-(p („+.»)-«,), .,= -i(p(»=«i)-e,), 
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Confonue Abbildung der E'liiclie dea Rechtecks. i)g|^ 

*" ~' "n 6\u+vij' ^' "^ 'E"6'iu~vi) ' 

so erhält man für die rechtwiiikligeu Coordinaten X', 1", J^' deajc- 
nigeii Punktes,, welcher bei der siereogi-aphischen .'Projeetion der Ebene 
y?'= auf die Kugelfläobe der oomplexen Grösse f(u-\'Vi) entspricht, 
die Grleichungeu 

Das Coordinatenaystem ist so gewählt, dass den "Werthen s = 1, j, oo 
beziehlicb die Schnittpunkte der Kugelüäohe mit der positiven X'~ 
Y'-, .2'-Axe entsprechen, 

Bezeichnet e den Kwisohen und |)i: liegenden .Bogen, für welchon 

.,, j/e,— e, . ., (i/ö„— ß, 

ist-, s^o haben die den "Wertheii 

^u ~: iiü, Cj. e,, fi., 

entsprecb enden .Punkte der Kugel beziehlich die Coordinateu 

X': 0, iEflin2ß, 0, -Msm.^s, 

Y' : {), 0, 0, 0, 

Z': IL Mcos'At, -n, ~Egos2£. 

Pührt maii nun mittelst der Gleichungen 

X = GOSiX'-ainnZ', .F -- Y\ Z ^ eins X'+ coae Z' 

eine Trsusformation dea Coordinatensyatems aus, so sind die neuen 
Coordinaten der den singulären Werthen der ^Function g>u entspre- 
chenden Punkte durch die G-leichungen 

X. ^ ± JJsiuf, Y == U, Z ^ ±IIgob£ 

bestimmt. Für das netie Coordinatenaystem haben also die beiden in 
der Ebene Y =s liegenden Durohmesser der Kugel , deren End- 
punkte den singulären Werthen der .Function pu entsprechen, sym- 
metrische Lage zur X-Axe und zur ^-Äxe. Mit der Z-Ase sehHesst 
jeder von diesen beiden Durchine'äsern den Winkel e ein. 

E^etzt man in den ffleiclrangeu, welche sich für die Grössen X, Y,Z 
ergeben. 

gl* 
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324 (.'oiiforme AljblMunf; tlor FlSche des Eecliteclrs. 

ss,+l ' 

Y ~ ~ IshIl. 

ss,-[-l ' ' 

für s und s^ ilire Ausdrücke durch die 6-Pmictioneu , so erhält mau 
durch Auwendung der zwischen den Quadraten der verschiedenen 
S-Functiouen bestehenden G-leichungen und mit Hülfe der Additious- 
theoreme der S-Functionen die folgenden G-leichungen 
^ , , 6,(2«) 0X2m) 

~ ■' ■" S3(2w)5j(2ct} ' 



G,(2M}0,(2m) ' 



„ , . . 6,{2M)6,(2!:i) 

Z — (e,— e-)sm£-- JW-f°' ..- ■ 
^ ' " 53{2M)Sj(2wt) 

!Für das Quadrat der Länge des Linienelementes äL der Kugel- 
fläche erhält man den Ausdruck 

(c?i)^= {dXy+idT)^+{äZy= -^^ = 4R^ 6^(2«)V(2M) H '^'^°+'^''')- 

Setzt man znv Abkürzung 



so ergibt sich 

e^_e„ S^iü ^ ' 6,-63 öa!" ^1 — ^3 

Bezeichnet man nun die Ausdrücke Ä(2i(), l{2vi) beziehlich mit 
A , I5, so bestehen die G-leichnngen 

X== {e,-e,)(e.-e,)(A,+l)(A,+l), 

aus welchen sich die folgenden ergeben 
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Den Curven der Ebene §>(u-i-vi), für welche tler reelle ßestand- 
tlieil des Argvimeiites der Function einen constanten Werth hat, ent- 
spricht daher bei der betrachteten stereographischen Projection die- 
ser Ebene auf die Kugelfläche (I.) die Schaar der sphärischen Cur- 
ven, in welchen diese Kugel von der Schaar der confocalen Kegel 
zweiten Grades (II.) geschnitten wird. 

Denjenigen Curven hingegen, für welche der imaginäre Bestand- 
theil des Argumentes der Function einen constanten Werth hat, ent- 
spricht die Schaar der sphärischen Curven , in welchen die Kugel- 
fläche (I.) von der Schaar der confocalen Kegel zweiten Grades (III.) 
geschnitten wird. 

Beide Curvenschaaren sind zwei Schaaren confoealer sphärischer 
Kegelschnitte, deren Brennpunkte durch die Gleichungen 

X = ±i^3in^, Y = 0, Z = ±Itcoüe 

bestimmt sind. 

Aus der Gleichung 

A(2m) = A(2ra,-2M) = Ai2{0^~u)) 

folgt, dass die dem Werthe u = ii^ und die dem Werthe u = m,—u„ 
entsprechende sphärische Cui-ve auf demselben Kegel zweiten Grades 
liegen. Dieselbe Folgerung bezieht sich auf die den Werthen v = v^ 
lind V = ~-Vf^ entsprechenden sphärischen Curven. Den "Werthen 
i( = |Oj und V == —-■ entsprechen die in den Ebenen Z = und 
Z ~ liegenden gi'össten Kreise der Kugel. 

Der Fläche des zuerst betrachteten Rechtecks 

entspricht die auf der negativen Seite der Ebene F = liegende 
Halbkugelfläche, und zwar ist die Abbildung der Vorderseite der 
ersteren auf die Innenseite der letzteren eine in den kleinsten Thei- 
len gleichstimmig ähnliche. Durch die obigen Formeln wird mithm 
zugleich die Rückseite der erwähnten Bechtecksfläche auf die Aussen- 
Seite der erwähnten Halbkugel in den kleinsten Theilen gleichstim- 
mig ähnlich abgebildet. 

Analogerweiso wird die Rückseite der Rechtecksfiäche 
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326 CoQfonne A.bl)iHuHg dci* Fläche des Rechtecks. 

auf die Äusaenseite der anl' der positiven Seite der Ebene F ;= 
liegenden Halbkugel in den kleinsten Tiieilen gleicbstimmig ähnlich 
abgebildet. 

Denkt man sieh diese zweite Kechtecksfläche durch Umtallimg 
um die Strecke 0- ■ ■ ej, mit der Vorderseite der vorher betiaLhteten 
Bechtecksfläehe zur Deckung gebracht — was einer Vertauschung 
von V mit ~v gleichkommt — und stellt man sich sodann vor, dass 
beide Rechtecksflächen längy der ganzen Begrenzung eine Talte bil- 
dend zusammenhängen, so erhält man einen speoiellen Fall der im 
70ten Bande des Jouraals für reine und a.ngewandte Mathematik auf 
Seite 124 von mii' untersuchten Abbildung. *) 

*) Siehe S. 87 und 8. 88 ilieses BiiEilei>. 
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Beweis des Satzes, dass die Kugel kleinere 

Oberfläche besitzt, als jeder andere Körper 

gleichen Volumens. 



N!wl.ridiloii TOik dej' KBnigMoUan Gaaallsohalt der Wisse nsoliaftoii und dar G-njig-AiiEnate-Uiii- 
veraitSt an GSttiugBO, Jahrgang 1984, Seite 1-13. 

Um den Satz zu beweisen, dass die Kiigel kleinere Ober- 
fläche besitzt, als jeder andere Körper gleichen Volu- 
mens, hat man sich versehiedenei' Sohlussweisen bedient, welche im 
Wesentlichen auf der Voraussetzung beruhen, dass es unter allen 
Körpern gleichen Volumens einen gibt, welcher ein 
Minimum der Oberfläche besitzt. So lange aber der in die- 
ser Voraussetzung enthaltene Lehrsatz nicht ebenfalls bewiesen 
ist, kann keine der erwähnten Sohlussweisen als Beweis des ange- 
führten Satzes gelten. 

Bei dem Versuche, für diejenigen Körper, deren Oberfläche von 
einer endlichen Anzahl von ganz im Endlichen liegenden Stucken 
analytischer Flächen gebildet wird , den im Eingänge angeführten 
Satz direct zu heweisen, bin ich auf ein Beweisverfahren geführt 
worden, welches dem Einwände mangelnder Strenge nicht £ 
zu sein scheint. Dieser Beweis, dessen DarlegTing den i 
der vorliegenden Mittheilung bildet, beruht auf der wiederholten An- 
wendung eines ScMussverfahrens, dessen sich Herr W ei erstras s in 
seinen Vorlesungen über Variationsrechnung bedient , und dessen 
Kenntnis« ich einer gütigen mündliehen Mttheilung desselben verdanke, 

§ 1. 

Es bezeichne ^ einen von einer Kugel verschiedenen Köi'per, 
dessen Oberfläche ® von einer endlichen Anzahl von Stücken analy- 
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tischer Piächen gebildet wird. Diese Fläolieiistücke werden als von 
singulären Stellen frei voransgesetzt. 

Die Punlite der Oberfläclie 95 beziehe man auf ein rechtwinkliges 
Coordinatenaystem , welches so gewählt sein möge, dass kein Theil 
von SS der «/^-Ebene des Coordinatensystems parallel ist. Es sei x^ 
der kleinste, x^ der grösste aller in Betracht kommenden Werthe der 
Coordinate x. 

In einem beliebigen Punkte P der Oberfläche 93, welcher nicht 
einer Kante derselben angehört, und dessen rechtwinklige Coordi- 
naten x, y, n sein mögen, denke man sich die Normale der Häehe 
constmirt und die positive Uiehtung derselben so lixirt, dass diese 
an der betrachteten Stelle in Bezug auf den Körper St die Richtung 
von Aussen naoh Innen angibt. Der Winkel, den die positive Rich- 
ti\ng dieser Normale mit der positiven Richtung der a^-Axe einschliesst, 
werde mit | bezeichnet. 

Doich den Punkt P denke man sich zu der j/^-Ebene des Coor- 
dinatensystems eine Parallelebene ISk gelegt. Diese hat mit der Ober- 
fläche 93 im Allgemeinen eine oder mehrere Curven (5 gemeinsam. 
Die Gresammtheit dieser Ciu'ven möge als eine Curve aufgefasst und 
mit Si bezeichnet werden, während rfy, äs die Coordinaten eines vom 
Piinkte P ausgehenden Elementes der Curve ß» bezeichnen, welches 
die Länge äs besitzt. Man kann festsetzen, dass die Anfangspunkte 
für die Zählung der Bogenlänge s auf den Curven Ss (a^^ <; a; < a:,) 
eine oder mehrere auf der Oberfläche 93 liegende analytische Linien 
bilden. 

Die Grössen x und s mögen als die unabhängigen "Variablen ge- 
wählt werden, als deren Functionen die Coordinaten x, y, s eines be- 
liebigen Punktes der Oberfläche © betrachtet werden sollen. 

In Eolge der im Vorhergehenden angegebenen Voraiissetzungen 
ist es stets möglich, diirch eine endliche Anzahl von Ebenen, welche 
der ys-'Ebeiie des Coordinatensystems parallel sind, die Oberfläche 33 
in eine endliche Anzahl von schalenförmigen, beziehungsweise ring- 
förmigen Fläch enstüchen so zu zerlegen, dass für jedes dieser Flä- 
chenstiicke die Coordinaten y und s eines beliebigen Punktes eindeu- 
tige und im Allgemeinen stetige Functionen der beiden unabhängigen 
Variablen x und s sind. Besteht die Curve ßj, nicht aus einem Stücke, 
sondern aus mehreren getrennten TheUen, von denen jeder eine ge- 
schlossene Linie ist, so ist fiir diese Theile eine bestimmte Reihen- 
folge und fiir jeden derselben ein bestimmter Anfangspunkt der Zäh- 
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lung der Bogenlänge festzuaetzen. Die Verfügung über die Variabi- 
lität der Grrösse s möge so getroffen werden, daas, wenn Ui{x), U^i^), 
■■■UJx) die Länge des ersten, zweiten, •■■jjten geschlossenen 
Theües der Cnrve 6^ bezeiclinet, für den ersten Theil die Variable s 
aJle Werthe von bis U^ix), ftir den zweiten alle AVertbe von 
t7i(3;) bis Cj(3;)+ U^ix), ■ ■ ■, für den letzten alle Werthe von 
V^{x)-\-'ü^{x) + -- ■ -^U,,_^{x) bis TJ{x) annimmt, wenn mit U{x) die 
Gresammtlänge aller Theile der Curve Ei bezeichnet wii'd. 
Es bestehen hiernach die Grleichnngen 



^> 



^)'+(S'= 



Man kann voraussetzen, dass die Festsetzung der Fortschreitungs- 
riehtung längs jedes Theiles der Curve Es, in welcher die Bogen- 
länge s wächst, so getroffen ist, dass die GrrÖssen 



dx ÖS dx ÖS ' 



dy 



für jeden, nicht einer Kante der Fläche 93 angekörenden Punkt P 
die Coordinaten einer Strecke bedeuten, deren Richtii.ng mit der po- 
sitiven Eichtting der Normale der Fläche SS im Punkte P zusam- 
menfällt. 

Unter dieser Voraussetzung stellt das längs der Ciirve ß^ zu 
erstreckende Integral 






die Grösse des Flächeninhalts derjenigen aus einem oder aus mehre- 
ren Flächen stücken bestehentlen ebenen Fläche dar, welche alle gleich- 
zeitig dem Inneren des Körpers ?l und der Ebene ®b angehörenden 
Punkte und ausser diesen keine anderen enthalt. 

Das Volumen V des Körpers 2f ergibt sich aus der Gleichung 



r 



Q(x')dx : 



Die Grösse eines Elementes dS der Oberfläche S8 und die Grösse dT 
der orthogonalen Projection des Elementes dS auf die ^^-Ebene des 
Cüordinatensystems werden gegeben durch die Gleichungen 
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dS = \Jl+A dxäs --^ -t~^dxds, 

äT = cos|dS = Adxds =; noig^dccäs. 

Alis der geometrischeH Bedeutong dei' Gfrösae Q {x) und des längs 
der Curve Sj; zu erstreckenden Integi'ala 

f Qoiggdxds =^ ilx f migids =^ dx l Aas 

ergibt sich die G-leicliurig 

dQ{x) = Q'{x)dx =: dx I Äds. 

Pur deu Mächeuinhalt S der OberHäche 58 und für da« Volumen 
y des Körpers 31 ergeüen sich hiernach die Ausdrücke 

§ 2- 
Es kann der "Fall eintreten, dass für eiuen odei' füi' einige Werthe 
der Grrösse «der Ausdruck 

dy da d^ dy , 

dx ÖS dx ds 

einen von der Grösse s unabliängigen Wei'th .^y { besitzt. 

Unter dieser Voraussetzung ergibt sich für diese Werthe der 



j \Ji + A'ds^S/ 



mx)-^Q:%x). 



In jedem andere» Jalle ist aber 



1 sli-\^A'dB ->■ \J u\x)'^qxx). 

Um diese Behauptviug kvi beweisen, setze man 
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und boötimme einen M^'inkel ro dui'ch die Grleiehung 
säs + idt 



ä\\ \jds- 



\l?+t'\lds^-i-df' 



+ äi'-\l.i'+¥) = {l-ü03a)S/ds'+df\ 



eine i'urmelj deren geonietriaelie Interpretation sich von selbst dar- 
Ijietet nnd daher keine weitere Ausführung erfordert. 

Da niui 1— cosro nicht negativ ist und nnr dann in dem Inter- 
valle < s < U(x) beständig gleich ist, wenn die Grösse A 
von der Vaiiahlea s unabhängig ist, so ergibt sich, indem man auf 
beiden Seiten der vorstehenden Grleichung zwischen den Grenzen 
s = und s = üix) integrirt, 

(i.a) / \ll'+Ads ^ Sl'lP{x)"-i-^'\x). 

Hierbei tritt der Tall der Gleichheit nnr dann ein, wenn für den 
betrachteten Werth der Coordinate x die OrÖese A und mithin auch 
die Grösse ^ von der Grosse s unabhängig ist. 
Hieraus folgt 

(I.b) S > J \lTf''-'(xj~+Q^'(x)dx. 

Der Fall der Gleichheit tritt nnr dann ein. wenn in dorn 
ganzen Intervalle x^ <^ x -=^ x, die Grösse A ^^ cotg | bloss eine 
!Function der Coordinate x ist. 

8 s. 

Es kann der Fall eintreten, dass für einen oder fiir einige Werthe 
der Grosse x die Curve ©k von einer einzigen geschlossenen Linie, 
und zwar von einer Kreislinie mit dem Radius r gebildet wird. 
Unter dieser Voraussetzung ergibt sich für diese Werthe der Grösse x 



= Q(x), IPix) = {2r^f = 4:Q(^)z 



\lTPix) + Q-'ixj = \llQix)7t + Q%x). 
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In jedem anderen Talle ist aber 

Um diese Behauptung zu beweisen, — mit anderen Worten, um 
darzntinin, daas die Kreisfläche kleineren Umfang besitzt, 
als jede andere ebene Figur gleichen Flächeninhalts, — 
kami man wie folgt verfahren. 

Um den Fall, in welchem die Curve ©^ aus mehreren geschlos- 
senen Linien besteht, mit gleicher Einfachheit bebandeln zu können, 
wie den Fall, in welchem die Schnittlinie G« von einer einzigen ge- 
schlossenen Linie gebildet wird, kann man davon ausgehen, dass das 
längs einer gegebenen, in der Ebene %, liegenden geschlossenen 
Curve in vo]"gesohriebenem Sinne zn erstreckende Integral 

j hit/^^-^^y) 

seinen Werth nicht ändert, wenn dieser Curve ohne Veränderung 
ihrer G-estalt eine Translation ertheilt wird, durch welche dieselbe in 
ihrer Ebene verschoben wird. Da auch der Werth von ds = \dp^+ äs^ 
hierbei nicht geändert wird, so kann man jeder einzelnen der ge- 
schlossenen Linien, aus welchen die Schnittfignr Sj, der Ebene ®k mit 
der Oberfläche S8 besteht, in der Ebene ^x eine solche Translation 
ertheUen, dass derjenige Punkt dieser Linie, in welchem die Grösse s 
ihren kleinsten, beziehungsweise ihren grössten Werth besitzt, mit 
dem Punkte 0^ der Ebene ©i zusammenfällt, In welchem dieselbe von 
der a^-Äxe des Coordinatensystems geschnitten wird. 

Durch Verschiebung der einzelnen Theile der Curve 6™ luid An= 
einanderfügung derselben zu einem Linienzuge, — in der Weise, dass 
längs dieses Linienzuges die Variable s stetig wachsend alle Wertbe 
des Intervalles ■< s < U{x) annimmt — erhält man eine einzige 
geschlossene Linie , welche mit ©i- bezeichnet werden möge. Die 
Länge dieser Linie ist ü{x). 

Bezeichnet man die zweite und dritte Coordinate eines beliebigen 
Punktes P der Curve (5,,, und zwar desjenigen, welcher dem Wertbe 
s entspricht, wieder mit y und s, so sind diese Grössen in dem Inter- 
valle 0<is< ü{x) eindeutige und stetige Functionen der Variablen 
s, welche an der unteren und an der oberen Grenze dieses IntervaU.es 
einzeln den Werth haben. 

Das längs der Linie 6j: zn erstreckende Integral 
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hat den Wertli Q{x). 

Man führe nun die Bezeichnungen ein 



■ m-r, ^-j\{vl-^t)äs 



und denke sich in der Ebene 6^: tiber der geraden Strecke O3.P als 
Sehne einen Kreisabschnitt oonstruirt, welcher so beschaffen ist, 
dass das längs des Bogcns dieses Kreisabschnittes in der Richtung 
vom Punkte 0^ nach dem Punkte P erstreckte Integral 



h 



den Werth g hat. 
Bezeichnet 
r den, jenachdem % einen positiven oder negativen Werth hat, 
positiv oder negativ in Rechnung zu bringenden "Werth des Ra- 
dius der Kreisfläche , von welcher der erwähnte Kreisabschnitt 
ein TheiJ ist, 
<p die positiv oder negativ in Rechnung zu biingende Bogenzahl 

des halben Centriwinkels dieses Kreisabschnittes, 
S die Länge des Bogens dieses Ki'eisahschnittes , 
so bestehen die G-leichungen 

g = r^(g?— singscos^)); ^ = 2ram(p, S ;= 2r(p. 

Zur Verein! achimg der Untersuchung kann man ohne Nachtheü 
iÜr die ÄUgemeinheit des Ergebnisses derselben von der Voraus- 
setzung ausgehen, dass die beiden Grössen p und % für keinen in- 
nerhalb des Intervalles 0<:s<: U(ä:) liegenden "Werth der Varia- 
blen s zugleich den Werth annehmen, "Wenn nämlich der Fall 
eintritt, dass die beiden Grössen ^ und % flir den dem Intervalle 
-< s < U{x) angehörenden "Werth s^ , aber für keinen dem Intervalle 
Sg'<s-<ü(x) angehörenden Werth der Variablen s zugleich den 
"Werth annehmen, so kann die im Folgenden anzustellende, auf das 
Intervall ■< s < U{x) sich beziehende Untersuchung auf das Intervall 
s^'^zs'c: ü{x) beschränkt werden. Es gut dann der Schluss 

U(x) >■ \JW{xj^ 
a fortiori. 
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Zur Bestiramung des nicht ausserhalb des Intervalles — jr^y^ir 
iden Werthes der Grösse 9 ergibt sich die tranaeendente G-lei- 
cliuiig 

Ä 



j^a die Ableitung 



/■'M =-= 



2 sin" <i> 



tg 9) sin V 



für keinen dem angegebenen Intervalle angehörenden Werth der 
(Trosse ^l negativ oder gleich wird, während die Function fiff) in 
diesem Intei'^'alle alle Werthe von —00 bis +00 annimmt, so hat die 
trleielinng 

für jeden "VVertli der G-röase s in dem angegebenen Intervalle nur 
eine einzige Wurzel, deren Werth sich mit dem Werthe der Varia- 
blen s stetig ändert. 

Die Grösse r. welche mit der Grosse 9) und der Grösse % stets 
gleiches Vorzeichen hat, ist mithin ebenfalls eindeutig bestimmt. Die 
(ü-rösse - ändert sich stetig mit dem Werthe der Variablen s. 

In dem betrachteten Punkte P wird die Oorve ^^ von der ge- 
raden Strecke OiP, sowie von dem Bogen des construirten Kreieah- 
schnittes getroffen. Wird der Winkel, den die im Punkte P eon- 
struirte Tangente der Curve S^ mit der Tangente des den Punkt 0^ 
mit dem Punkte P verbindenden Kreisbogens einschliesst , mit ro be- 
zeichnet, so bestehen die Gleichungen 

1 r/' öM , äß\ . f &s %\ "1 

tg ep sm'g) \r J p 



(?ß = cosods, 



E.s ergibt sich also die Gleichutig 

(?(s— .8) = {l — oose))^s. 
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Da nun, während die GfrÖsse s stetig zunehmend alle Werthe 
von his U(x) annimmt, der Factor 1— cosra nicht negativ und nur 
unter einer I)esonderen Voraussetzung beständig gleich ist, so 
ergibt sich in Folge der G-leichung 



s-~a -. 



j (1 — cosia)^s, 



dass die ü-rösse s = Uix), die Länge der Curve ßj,, im Allgemei- 
nen grösser ist, als die Grosse S, welche dem Werthe s = U{x) 
entspricht. 

Für s = U{x) wird die Grösse p gleich 0, die örösse ^ erlangt 
den Werth Q(x), die Grösse q> geht, da Q(x} einen positiven Werth 
hat, in den Werth tc über, an die Stelle des Kreisabschnittes tritt 

eine Kreisfläche mit dem Kadius y — Q(x), und die G-rÖsae ö erlangt 
den Werth \/4Q(x)'a . 

Avis der vorstehende]! Untersuchung ergibt sich al.^o die Be- 
ziehung 

(IIa) ffwaVi«®*- 

Hierbei ist zu bemerken, dass, in TJebereinstimmung mit der 
oben ausgesprochenen Behauptung, der Fall der G-leichheit stets 
dann, aber auch nur dann eintritt, wenn die Grösse r jn dem ganzen 
Intervalle <: s <; U{x) einen von der Grösse s unabhängigen Werth 

\I—Q{x) besitzt, wenn also die in der Ebene ©« liegende Curve ßi 
eine Kreislinie mit dem Radius y —Q[£) ist. Denn nur unter 
dieser Voraussetzung haben die Grössen 1 — cosm, sinta in dem gan- 
zen. Intervalle •< s <: JJix) den Werth 0. 

Durch Verbindung der Formel. (I. b) mit der Formel (II. a) er- 
gibt sich 

(11. b) S> ( \JW^)^^+Ti^dx. 

£s ist hierbei zu bemerken, dass der Fall der Gleichheit nur 
dann eintritt, wenn der betrachtete Körper 2( ein Rotations- 
körper ist, dessen Rotationsaxe der aj-Axe des Coordinatensystems 
parallel ist, 

§ 4. 

Mau denke sicli nun einen Rotationskörper % construirt, 
dessen Rotationsaxe mit der x-Axq des Coordinatensystems zusam- 
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menfäUt, während der Kadius r des in der Ebene ö^ liegenden Pa- 
rallelkreiaea durch die Grleiehung 

»-'je == Q(x), »" £ , ^0 £ 3^ < «1 

gegeben ist. 

Dann ergibt sich 

2radr = Q'(x)äx, 2r7t\ld^l? = \l4Q(x)7t + Q'\x)dx. 

Die Grösse des Flächeninhalts der Oberfläche des Rotationskör- 
pers % wird also dm"ch das Litegral 

r\/'iQix)7C+(rix)dx 

ausgedrückt. 

Man führe nun die Bezeichnung 

^ ^ /" Q{x)äx 

ein nnd denke sich einen auf der negativen Seite der Ebene Sa; He- 
genden Kugelabschnitt eonstruir't, dessen Volumen gleich ^ ist, 
dessen ehene Begrenzungsfiäche den Flächeninhalt r^ss = Q(x) be- 
sitzt vmd mit der Fläche des in der Ehene ISj, liegenden Parallel- 
kreises des Rotationskörpers ® zusammenfallt. Der Flächeninhalt 
des krummen Theiles der Begrenzung dieses Kiigelahschnittes, der so- 
genannten Kngelhaube, werde mit §, der Kiigelradin^ mit B, und 
die Bogenzahl des vierten Theiles des Ceutriwinkels , zu welchem 
der Kugelabschnitt gehört, mit i/i bezeichnet. Der Winkel, den die 
ibene der Kugelfläche ' mit der Tangentialebene des Rota- 
einem Punkte des gemeinsamen Pai'allelkreises ein- 
schliesst, werde mit to, und die Länge des Linienelementes der Meri- 
diancurve des Rotationskörpers, oder die Grösse S/dx'^-i-dr'', werde 
mit dl bezeichnet. 

Unter diesen Voraussetzungen bestehen folgende Grleiehungen : 



i = |J?'3rsin'^(sin^i/'-l-3cosV)i 
I = iB'jcsinVt 



dl 
, dx . ^dr 

S = r'adx, d^ = 2mG0s(adL (1 4- ■tgV)"i^ ( ^ ) = s — dl. 



= 2raGüämdl, 0- + tgYß f^j = 
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Die GrrÜsse i^ ist zu bestiramen aus der G-leicliung 

fiip) = tgi/- + itgV = -^, 

mit der Bedingung 

Da die Ä"bleitnng der Function f(ii>) den Werth 
f'(i>) = (1 + tgV)^ 
besitzt, welcher immer positiv ist, so nimmt die Function {{ij!) be- 
ständig wacliseiid alle "Wertbe von bis co an, während ip stetig 
wachsend alle Wertbe von bis ^7t annimmt. Aus diesem Grunde 
hat die Gleichung 

«*) = H 

in dem angegebenen Intervalle stets eine und nur eine Wurzel, deren 
Werth sich mit dem Werthe der Grösse x stetig ändert. 

Da der Werth der Grösse if eindeutig bestimmt ist, so gilt in 
Folge der Gleichung r = ^Bsmipaosip dasselbe von dem Werthe der 
Grösse II. Aus der Gleichung 



d\r2r^^l+(j^ydx^^'^ = 2rit (1- cos a) dl 

ergibt sieh 

rsJAQ{x)x-^Q'%x)äx ^ §. 

Lässt man nun x in den Werth a;j übergehen, so nimmt r den 
Werth an , die Grösse i/j erlangt den Werth \%, © geht über in 
V, die Grösse JR erlangt den Werth y — , und die Grosse § nimmt 
den Werth \[Wp7C an. 

Es ergibt sich also 

(IILa) r'\JAQix)%+Q'\x)äx > \jmv^n. 

Der Fall der Gleichheit tritt nur dann ein, wenn in dem 
ganzen Intervalle x^-<^X'<x^ cosro den Werth 1, sinw den Werth 0, 
also ß einen von der Grösse x unabhängigen Werth hat. In diesem 
Falle ergibt sich aber aus dem zuletzt angeführten Systeme von 
Gleichungen, dass der Rotationskörper 2) eine Kugel ist. 
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Tritt dieser I'all ein, so kami der Körper 3t nicht ein Rotationa- 
ItÖrper sein, dessen Botationsase der x-Axe des Coordinatensystems 
parallel ist; derselbe müsste sonst gleichfalls eine Kugel sein, und 
diese MöglicKkeit ist von vorn herein ausgeschlossen worden. 

Durch Zusammenfassung der Formeln (II. b) und (III. a) ergibt 
sich, dass 



: f\m^ 



[x)7t+Q"'(x)äx 



\lmv'^ 



ist, und zwar tritt unter den angegebenen Voraussetzungen der Fall 
der Grleichheit höchstens an einer, aber nicht an beiden Stelleu 
zugleich ein. 

Es ist also jedenfalls 

(HI. b) S > \lmV'lt. 

Hierdurch scheint mir mit Strenge der Satz bewiesen zu seiu: 
„Die Eugel besitzt kleinere Oberfläche, als jeder andere Körper 
gleichen Volumens , dessen Oberfläche von einer endliehen Anzahl 
von ganz im Endlichen liegenden Flächenstücken gebildet wird, welche 
in jedem ihrer Punkte den Charakter einer algebraischen Fläche be- 
sitzen/' 

§ 5. 

Die vorhergehende Untersuchung erstreckt sich auf alle ganz im 
Endlichen liegenden Körper §t, deren Oberfläche von einer endlichen 
Anzahl von Stücken analytischer Flächen gebildet wird. 

Die Voraussetzung „die Oberfläche des Körpers Sl wird von ei- 
ner endlichen Anzahl von Stücken analytischer Flächen gebildet", 
ist mm für die Schlussfolgerung „der betrachtete Körper 2t besitzt, 
falls er nicht selbst eine Kugel ist , grössere Oberfläche , als eine 
Kugel gleichen Volumens", zwar hinreichend, aber, wie man sich 
leicht überzeugt, nicht nothwendig. Denn der im Eingange dieser 
Mittheilung ausgesprochene Lehrsatz gilt, ohne dass diese einschrän- 
kende Voraussetzung erfüEt zu sein braucht, stets, wenn die Ober- 
fläche des Körpers 21 von einer endlichen Anzahl von ganz im End- 
lichen liegenden Fläohenstücken gebildet wird, von welchen jedes 
einzelne in jedem seiner Punkte eine bestimmte, mit der Lage die- 
ses Punktes auf dem betrachteten Flächenstücke sich stetig ändernde 
Tangentialebene besitzt. 

Um dies zu beweisen , braucht man nur darzuthun , dass jedem 
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SO beschaffenen Körper §[, der nielit eine Kugel ist, auf unendlich 
mannigfaltige Weise ein von einer endlichen Anzahl von ebenen 
Flächen stücken begTenztes Polyeder 3(* zur Seite gestellt werden 
kann, welches bei gleichem Volumen kleinere Oberfläche besitzt, 
als der Körper 9(, 

Denn es ergibt sieb, wenn dieser Satz bewiesen ist, bei Anwen- 
dung cler im Vorhergehenden {§§ 1 — 4) durchgeführten Untersuchung 
auf den Körper 91*, a fortiori die Sehlussfolgerung, dass der Körper 
§[ grössere Oberfläche besitzt, als eine Kugel gleichen Volumens. 

Nun enthält ein Abschnitt der S t e i n e r sehen Abhandhing „Lieber 
Maximum und Minimum bei den Figuren in der Ebene , auf der Kii- 
gelfläche nnd im Kaume überhaupt" [Gesammelte Werke Band II. 
Seite 300—306] vollständig die Hülfsmittel, zu jedem Körper 3f von 
der angegebenen Beschaffenheit, dessen Oberfläche den Placbeninhalt 
S besitzt, dessen Volumen den Wertb V hat, und der nicht eine Ku- 
gel ist, einen Körper SC zu construiren, dessen Volumen V dem Vo- 
lumen des Körpers 3t gleich ist, während der Flächeninhalt S' der 
Oberfläche desselben kleiner ist, als der Flacheninhalt der Ober- 
fläche des Körpers 2t, 

Denkt man sich einen solchen Körper St' constrnirt, so ist es 
auf unendlich mannigfaltige Weise möglieb , nach Annahme zweier 
von verschiedenen, hinsichtlich ihrer Kleinheit keiner Beschränkung 
unterliegenden positiven Grrössen s und vj, der Oberfläche des Körpers 
31' ein von einer endlichen Anzahl von ebenen Flächenstücken be- 
grenztes Polyeder 91" einzubeschreiben, so dass, wenn der Flächen- 
inhalt der Oberfläche dieses Polyeders mit S" und das Volumen des- 
selben mit y bezeichnet wird, die Differenzen S"—S', V" — V dem 
absoluten Betrage nach beziehlicb kleiner sind als e8', r/V. Construirt 
man hierauf ein dem Polyeder St" ähnliches Polyeder 91*, dessen 
Volumen F* dem Volumen des Körpers 91 gleich ist, so ist der 
Flächeninhalt S* der Oberfläche dieses Polyeders kleiner als 

Wählt man aber die Grrössen e und tj von vorn herein so klein, dass 



ist, so ergibt sich S* <: S. 



^'^<iy 
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340 Ueber ßiiic Eigcnscliaft der Kugel. 

Es ist also möglich, wie behauptet wurde, jedem so, wie angege- 
ben, bescbaffenen Körper S(, welcher nicht eine Kugel ist, ein von 
einer endlichen Anzahl von ebenen Fläohenstücken begrenztes Polye- 
der W zur Seite zu stellen, welches bei gleichem Voliiraen klei- 
nere Oberfläche besitzt, als dieser. 

Unter allen Körpern, welche dasselbe Volumen haben, und deren 
Oberfläche die angegebene Beschaffenheit besitzt, hat daher die Kugel 
die kleinste Oberfläche. 
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Beweis eines für die Theorie der trigono- 
metrischen Reihen in Betracht kommenden 
Hülfssatzes. 



aishe die Atiaadlnug äcs Herrn 6. Ointon Eeirels, (Jass eine für jeflen reellen Worth von 
s anrch eine trlgonoinetrische Reihä gegetiona riinoUim/(i) Bicli nur anf eine einzige Weise in 
dieser Form datatsUea läaat. Journal für reine nnd angewandte Mathemitit, Band 72, Seite Itl. 

"Wenn eine reelle rimction F{x) des reellen , auf das Intervall 
a ^x'^i beschränkten Argumentes x in der Umgebung jedes diesem 
Intervalle angehörenden Werthes der Grösse x stetig ist, und vrenn 
der Grrcnzwerth des zweiten DiiFerenzquotienten *) dieser Function 

F{x + a)-^F(x) + F(x- a) 
cca 

für unendlich kleine Werthe der Grösse « und für jeden dem Inneren 
des Intervalles a <. x -^b angehörenden "Werth des Argumentes x 
gleich ist, so ist diese Function eine ganze Function ersten G-rades. 
Um diesen Satz zu beweisen, betrachte man, mit s die positive 
oder negative Einheit, mit h irgend eine von verschiedene positive 
Grösse bezeichnend, die Function 

rix) = e[J?(=t)-F(„)-|=±(F(S)-_F(<,))]_iJ(s;_„)(J_j). 

Die Function ip{x) ist, sowohl wenn £ = +1, als auch wenn 
£ = — 1 gesetzt wird, in der Umgebung jedes dem Intervalle a^x'^h 
augeliörenden Werthes x stetig und eindeutig ; der Grenzwerth des 
zweiten Differenzc[Uotienten dieser Fiinction 

lim y(^ + «)-^'p(a^J + y(^-'^) 

(,.=0) «ß 

*) Vergl. Bernhard Riomaiin, Gesammelte Werte, Seite 333. 
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342 Beweis eiues Hiilfssatzes, 

iat für jeden dem Inneren des betrachteten Intervalles angehörenden 
Werth des Argumentes x gleich h. Für die Werthe a: = a und 
X = b hat die Function ^{x) den Werth 0. 

Es wird behauptet, dass die Function (p{x) für keinen dem In- 
tervalle a -< X ^b angehörenden Werth von x einen positiven Werth 
annehmen kann. 

Gesetzt nämlich, die Function g){x) nähme für einen der betrach- 
teten Werthe des Argumentes x einen von verschiedenen positiven 
Werthan, so müsste der Werth g der oberen Grrenze aller Werthe 
der Function cp{x) ebenfalls eine von verschiedene positive G-rösse 
sein. Durch Anwendung eines Beweisverfahrens , von welchem Herr 
Weierstrass in seinen Vorlesungen über die Theorie der analyti- 
schen Functionen wiederholt Gebrauch gemacht hat, ergibt sich fer- 
ner, dass die Function <f{x), da dieselbe eine stetige Function ihres 
Argumentes ist, diesen Werth g für mindestens einen dem angege- 
benen Intervalle angehörenden Werth x^, des Argumentes x wirk- 
lich annehmen müsste. Es wäre demzufolge der Werth ^(x^) = g 
der grösste Werth der Function fp{x), und es beständen die Bezie- 
hungen i 

n ■< 3;„ <: 6, (p{x^+a)—fp{x^) ^ 0, ?> (^o — .ff ) — y («„) < 0, 
ip ix,-\- a)-^ip {X,) + <p ix,-a) ^ 0. 

Die letzte dieser Beziehungen ist aber unvereinbar mit der Eigen- 
schaft der Function <p{x), dass für alle Werthe der Grösse a, deren 
absoluter Betrag hinreichend klein ist, der Werth des DifFerenzquo- 
tienten 



von der positiven Grösse k beliebig wenig abweichen soll. Folglich 
ist die Annahme , dass die Function (p (x) in dem Intervalle a-<x ■<b 
positive Werthe annehmen könne , unzulässig. Hieraus ergibt sich, 
da die angegebenen Schlüsse sowohl für e = +1, als auch für s = —1 
gelten, dass die Grösse 

F{x)-F(a)-^^(F{b)-F(a)) (o <: * < J) 

dem absoluten Betrage nach kleiner ist, als die Grösse 
^?!:(x~ä)(b—x). 
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Beweis e 
Da nun die Grösse 



-iF(h}^F{a}) 



von der Grösse k, w'elclier ein beliebig kleiner positiver Werth bei- 
gelegt werden kann, unabhängig ist, so mtisa dieselbe den Werth 
haben, Es ergibt sich demzufolge die Gleichv^ng 

F{x) = F(a) + ^(F(b)-F(a)). 

Jede den angegebenen Bedingungen genügende Function F{x) ist 
demnach eine ganze Function ersten Grades ihres Argumentes. 
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Beweis des Satzes , dass unter allen einem 
spitzwinkligen Dreiecke eing-eschriebenen Drei- 
ecken das Dreieck der Höhenfusspunkte den 
kleinsten Umfang hat. 



Unter allen einem spitzwinkligen geradlinigen Dreiecke ABC 
(siehe Fig. 24) eingeschriebenen geradlinigen Dreiecken abc hat das 
Dreieck aßy der Höhenfusspunkte den kleinsten Umfang. (Siehe Ja- 
cob Steiner, Gesammelte Werke, Band II, Seite 45 No. 7 und 
Seite 238 No. 64. IL 3. Rudolf Sturm, Bemerkungen und Zu- 
sätze zu Steiner'a Aufsätzen über Maximum imd Minimum. Jour- 
nal für reine und angewandte Mathematik, Band 96, Seite 62.) 

Um diesen Satz zu beweisen, klappe man das Dreieck ABC um 
die Seite BG um, so dass es zu A^BO wird, im Weiteren A^BC um 
CJ.,, so dass A^B,C entsteht, und fahre mit dem Umklappen in 
cyclischer Reihenfolge fort, bis noch die Dreiecke A^ B, C, , A, B, C^, 
A^B^C^, A^B^C^ zum Vorschein kommen, von denen je zwei auf 
einander folgende eine Seite gemeinsam haben und in Bezug auf die- 
selbe symmetrisch liegen. Das Dreieck aßy der Höhenfusspunkte 
gelangt bei diesem Umklappen nach und nach in die Lagen ciß^y^, 
'^ißiVif ^si'sJ'ä) '^ißsVsi '^aßsVi} '^ißiVii i"!*! zwar liegen die Punkte 
'^ßiVi^aßayt^, in einer öeraden, so dass die Länge der Strecke k---k, 
gleich dem doppelten Umfange des Dreiecks aßy ist. Wenn nun aie 
irgend ein anderes, dem Dreiecke ABC eingeschriebenes Dreieck ist, 
welches hei den auf einander folgenden Umklappungen nach und nach 
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Beweis eines elemeiitargeometriscben Lehrsatzes. 



345 



die Lagen «&jC,, a^h^c^, «ä^jCjf «a^aCat ^^ai^ii ßi^ii^a annimmt, so ist 
die Länge der aus geradlinigen Strecken zusammengesetzten gelDio- 
cLeaen Linie ab,c^a^h,c^a^ dem doppelten Umfange des Dreiecks abc 




gleich. Da ater BC und B^G^ parallel sind und die Strecken aa 
und ffjOj gleiche Länge haben, so ist der doppelte Umfang des Drei- 
ecks aßy gleich der Länge der geraden Strecke a«, und demzufolge 
kleiner als die Länge des Linienzitges ab,c^a^b^c^a^ oder kleiner als 
der doppelte Umfang des Dreiecks abc. , 
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Bemerkung zu der Mittheilung des Herrn 

Weierstrass: Zur Theorie der aus n Haupt- 

einheiten gebildeten complexen Grössen. 



Die Uiiteraiiclinng der aus n HaupteinKeiten gebildeten eoraple- 
xen Grössen liat Herrn Weierstrass in einer Mittheilung , welche 
in den Naclirichten von der Königlichen GreseUschaft der Wissen- 
sekaften und der Georg- Augiists-Universität zu Göttingeii, Jahrgang 
1884, Seite 395—419 veröffentlicht ist, zu einem bemerkenswerthen 
Satze geführt, welcher als ein Fundamentaleatz dieser Theorie ange- 
sehen werden kann. 

Wenn für ein Gebiet solcher Grössen die arithmetischen Grund- 
operationen den a. a. 0. dargelegten Gesichtspunkten gemäss definirt 
werden, so ist es, wie Herr Weierstrass nachgewiesen hat, stets 
möglich, jede dem betrachteten Gebiete angehörende complexe Grösse 
a in eine gewisse Anzahl von Componenten a,, a^, ... a,, zu zer- 
legen, welche beziehlich den auf Seite 404 — 407 der angefiihrten Mit- 
theilung erklärten Theilgebieten &,, ©j, . . . @, angehören. 

Die Definition dieser Theilgebiete stützt sich auf die vorausge- 
hende Annahme einer Grosse g mit den Coordinaten 1^, §,,... |„, 
wobei diese Grösse nur den Einschränkungen unterworfen ist, dass 
sie kein Theiler der Null sein darf, dass die Determinante | |',^,' | ^ X^ 
einen von verschiedenen Werth haben muss , und dass die Discri- 
minante der Gleichung f{^) =^ nicht gleich sein darf. 

Es kann nun dieErage aufgeworfen werden : Hängt die Definition 
der erwähnten Theilgebiete von der Annahme der Grösse g wirklich 
ab, mit anderen Worten, ändern sieh die erklärten Theilgebiete 
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Zur Theorie der coniplexen Grössen. 347 

®,, @j, ... ®„ liei anderer Waid der GrrÖsse g, oder ändern sieh 
dieselben hierbei nicM? 

Im Nachfolgenden erlaube ich mir ein Schlussverfahren mitzu- 
theilen, dnrch welches diese Frage beantwortet werden kann. 

Es sei bei Zugrundelegung einer bestimmten Grüsso 

9 - Y,l'.e, 

r' die Anzahl der Theilgebiete &„, welche Mannigfaltigkeiten einer 
Dimension, r" die Anzahl der Theilgebiete ®„, welche Mannigfaltig- 
keiten zweier Dimensionen sind, so dass r = r'+r", n = r'+2r" 
ist, während die Indices q, 6 zwei von einander verschiedene ganze 
Zahlen bezeichnen, von denen die erste r', die zweite r" von einander 
verschiedene, die Grrösse r nicht überschreitende Werthe annehmen kann. 
Denkt man sich nun die Grossen g"^' und die GrÖssenpaare 
gf'"), ^1") zu neuen Haupteinheiten gewählt, so ist die Grösse Cj, be- 
stimmt durch die Gleichung 

[Siehe Seite 405 (18) der angeführten Mittlieilnng des Herrn W e i e r- 
strass.] 

Es bezeichne jetzt x eine beliebige Grösse dos betrachteten 
Gebietes, es sei also 

so ergibt sich, wenn festgesetzt wird, dass die Bezeichnungen 

ij^w + g/c'") und (■n + ti)9^'-'> (i = V'-T) 

gleichbedeutend sein sollen, aus der Gleichung 

durch Erhebung beider Seiten in die v'^ Potenz die Gleichung 

Denkt man sich mm n ai^s einer unbenannten Hanpteinheit 
gebildete Grössen e, , «^ , . . , 6„ bestimmt, welche der Bedingung ge- 
nügen , dass die Gleichuug 

X"+ £, 3!""' -^ Sj ä""* + ■ ■ ■ + ^„ «ü = 

besteht, was stets möglieh ist, so ergibt sich, dass die algebraische 
Gleichung 
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348 Zur Theorie der complexen Grössen. 

im Grebiete der aus den Haupteinlieiten 1 und i = \/— 1 gebildeten 
gewölmlieben complexen Grössen die,j Wurzeln ij , V +t h V —t i 
besitzt. Es ergibt sich bieraiis, wenn mit | eine veränderlicbe, aus 
einer uübenannten Haupteinheit gebildete Grösse bezeichnet wird, 
die Identität 

= n,tt-,,)n.(p-2,,i+,;,+e), 

durch welche die Grössen s,, s^, . . . e^ als ganze homogene Func- 
tionen der Grössen ?; , ij„, go bestimmt sind. 

Wenn die Coordinaten der betrachteten complexen Grösse x be- 
zogen auf die früheren Haupteinheiten e^, e^, . . . e„ mit |,, l^, . . . |^ 
bezeichnet werden, so ist klafj dass die neuen Coordinaten iig,%,ia 
der Grösse x ganze homogene Functionen ersten Grades der Grössen 
I,, I,, . . . i sind. 

Aus dem Umstände, dass die im Vorstehenden mit /'(g) bezeich- 
nete Fauetion und die von Herrn Weierstrass ebenso bezeichnete 
mit einander übereinstimmen, ergeben sich folgende Sätze : 

1. Die mit X.^, Xg, , . . X„ bezeichneten ganzen Functionen 
der Grössen lu Sj, . - . |„ sind in Folge der Bedingungen, welchen 
die Grössen £a,6,c unterworfen sind, durch die Function X^ tbeilbar. 

2. Jede Wurzel der Gleichung /"(l) = im Gebiete der aus 1 
und V' — 1 gebildeten gewöhnKcben complexen Grössen ist eine ganze 
homogene ITunction ersten Grades der Grössen §,, %, . . . |^. 

3. Die Grössen 

f,(x) = x^,,,e„ f.(x) = (x-,i,e.y + t;e, 

sind Theiler der Null, nnd zwar hat im Theilgebiete @ die Compo- 
nente von f (x) , im Theilgebiete &„ die Componente von fg (x) den 
Werth 0. Wenn die Discriminante der Gleichung f(^) = einen 
von verschiedenen Werth hat, mit anderen Worten, wenn die 
Grössen rj , tjo + ?o»i ^«"S"^ sämmtlich von eiuander verschieden sind, 
so hat keine andere Componente der Grössen f^{x) , fa(x) den Werth 0. 
Hieraus folgt aber, dass, wenn in dem Prodncte der r Factoren 

ein beliebiger Factor f^. (a;) weggelassen wird, das Product der übrigen 
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Factoren unter der angegebenen Voraussetzung eine von verscliie- 
deiie, dem Theilgebiete ®^ angehörende Grösse ist. 

Hiermit ist bewiesen, dass die erklärten Theilgebiete ®,, 65,,...®, 
sich nicht ändern, wenn an die Stelle der ihrer Definition zu Grrunde 
Hegenden Grösse g ^ Sa^o^^a. sine beliebige andere Grösse x = Sa^o^a 
tritt, für welche die gestellten Eedingi^ngen erfüllt sind. 

Die zu Anfang dieser Bemerkung aufgeworfene ITrage ist hier- 
mit beantwortet. 
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Anmerkungen und Zusätze zum zweiten Bande. 

Elementarer Beweis des Pohlkeschen Fimdamental- 
satzes der Axonometrie. 

Zusatz SU Seite 2, Zeile 14 von oben. 
Den Pohlke scheu Beweis, von welchem hier die Rede ist, hat 
Herr Karl Pelz aufgefunden und im Jahre 1877 in dem 76ten 
Bande der Sitzungsberichte der Kaiserlichen Akademie der Wissen- 
schaften zu Wien veröffentlicht. 

De superficiebus in planum explicabilibns primorum 
Septem ordinum. 

Zusatz SU Seite 9, Zeile 3 — 4 von unten. 
Ein Beweis für die Richtigkeit des hier ausgesprochenen Lehr- 
satzes wurde vom Verfasser in Folge einer von Herrn Charles 
Herrn ite an ihn gerichteten Auiforderung ausgearbeitet; man sehe 
Seite 292—295 dieses Bandes. 

üeber einige Äbbildungsanfgaben. 

Zusttts 0U den Seiten 74 — 75. 
In Hinsicht auf diese geometrische Deutung kann Bezug genom- 
men werden avif folgende, in der Abhandlung Jacobi's: „Ueber die 
complexen Primzahlen, welche in der Theorie der Reste der 5ten, 
8ten und 12ten Potenzen zu betrachten sind" (Journal für reine und 
angewandte Mathematik, Band 19, Seite 315) enthaltene Stelle: „Eine 
eben so interessante als schwierige Aufgabe dürfte es sein, dieser 
Theilung des Lemniscatenbogens in a + h\J—l Theile und der Znsam- 
mensetzung der yten Theile des Bogen s aus seiner TheUung in 
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a + öV — 1 und in a—b\/—i Theile einen geometrischen Sinn al)zuge- 
winneii. Die Greometrie hat in neuerer Zeit mit Glück dem Imagi- 
nären auch auf ihrem Gebiete einen Platz angewiesen; es ist zu er- 
warten, dasa sie bei dem bewunderungswürdigen Aufschwung, wel- 
chen sie vmter Steiner' s Händen genommen hat, sich auch dieser 
abstruseren Ideen bemächtigen wird/' 

Zusatz SU Seite 77, Zeile 1—4 voii ohen. 

Der von Herrn Weier st ras s herrührende Beweis für die Mög- 
lichkeit der Constantenbestimmung stützt sich auf eine stetige Aen- 
derung der Constaiiten a, b, c, ■ ■ ■- Einen auf demselben Gedanken 
beruhenden Beweis hat Herr Schiafli in der Abhandlung; Ueber 
die allgemeine Möglichkeit der conformen Abbildung einer von Ge- 
raden begrenzten ebenen Figur in eine Halbebene {Journal für reine 
und angewandte Mathematik, Band 78, Seite 63—80) im Jahre 1873 
veröffentlicht. 

Die auf den Seiten 144—171 dieses Bandes abgedruckte Abhand- 
lung des Verfassers verdankt ihre Entstellung wesentlich dem Be- 
streben, für die Möglichkeit der in Rede stehenden Constantenbe- 
stimmung einen selbständigen Beweis aufzufinden. 

Zusats SU Seite 78, Zeile 3 von ohen. 
Siehe Seite 102—107 dieses Bandes. 

Zusats «M Seite 78, Zeile 6 von unten. 
In der Abhandlung Sur la construction des cartes geot/raphiques 
(Nonveaux M^moires de I'Acadömie Eoyale des Sciences et Belles- 
Lettres, Annöe 1779, p. 161 — 185) behandelt Lagrange die Auf- 
gabe; Wenn mit f{u + ti) und F(u—ti) zwei conjugirte Eunctionen 
der beiden conjugirten complesen Argumente u + ti, u—ti bezeichnet 
werden, alle durch die Gleichungen 

X ^ ^[f(u + ti)-l-F(u-ti)], y = l^\f{u^ti-)-F{u-ti)\ 
x + yi =^ flucti), x-yi = F{u~ti) 

vermittelten conformen Abbildungen der Ebene u + ti auf die Ebene 
x-\-yi zu bestimmen, welche die Eigenschaft haben, dass der Schaar 
der geraden Linien u = const., beziehungsweise t = const. in der 
Ebene u+ti eine Schaar von Kreisen in der Ebene a; -i- ^i entspricht. 
Um diese Aufgabe zu lösen, bereohuet Lagrange die Krüm- 
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Anmerkungen und Zusätze ■/. 



V = coBst. entsprcclienden Cnrven der Ebene x + yi tind gelangt, 
indem er die Grrössc 



fr{«+u) F'{«-u) 



mit £h bezeiclinet, zu den Gleichungen — ■ = r-r-i — = ^ — ■ 

' o ^ ^t ' Q du 

Aus der ersten, bczieliungsweise der zweiten dieser beiden Grlei- 
chungen ergibt sich, da der gestellten Forderung zufolge die Grösse 
r von der Grosse ii, beziehungsweise die Grösse p von der Grösse ( 
nicht abhängen soll, die Bedingnngsgleichung -tt-t— = 0. (A.a.O. 
Seite 173,) 

Diese Bedingnngsgleichung fiihrt zu der Gleichung 

F"'{u~U) _ 3 ( F"{n~ti) y 



\f'{u-hti)J F'{u-U) ^V, 



f{u-\-ti) ^\f'{u-\-ti)J F'{u-ti) '^\.F'{u~ti)J' 



: sich ergibt, dass die auf der rechten imd der linken 
Seite der vorstehenden Gleichling stehenden Ausdrücke bei der von 
Lagrange in Betracht gezogenen Aufgabe derselben reellen Constan- 
ten, welche mit ~2ft bezeichnet werden möge, gleich sein müssen. 
Es rauss also die Function f einer Gleichung von der Form 



c) f-*(f)" 



-2k 



genügen. Lag ränge hat allerdings die zur Bestimmung der Func- 
tion f dienende Gleichung nicht in dieser Form aufgestellt, sondern 

gelangt, indem er = (p (ti + ti) setzt, zu der Gleichung 

\/f'{u + ti) 

,Q^ (p"(tl+ ti) 

Der TJebergang von der nicht linearen Differentialgleichung dritter 
Ordnung (2.) zu der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
(3.) ist ein specieller Fall des auf den Seiten 219 und 220 dieses 
Bandes betrachteten Ueberganges, indem ^ = 0, q ^ — A gesetzt 
wird. Es ist daher, wenn-die Function f{^ + U) der Differentialglei- 
chung (2) genügt , die Function ■ ' - ein zweites particuläres 
V/"(M + (j) 
l der Differentialgleichung (3.). 
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Wenn mclit von einer Seh aar von Kreisen die Rede ist, son- 
dern ein einzelner Kreisbogen in der Ebene x + yi betrachtet 
wird, welcher bei der durch die Funetion x + yi := f(u + ti) vermit- 
telten conformen Äbbildnng beispielsweise einem Stücke der Axe des 
Ke eilen ; = der Ebene u + ti entsprechen soll, so bleiben die von 
Lagrange gezogenen Schlüsse im Wesentlichen mit der Abände- 
rung in Greltung, dass die Grleichung (1.) nicht für ein zweifach aus- 
gedehntes (reblet, sondern nur längs einer Linie, nämlich länga 
eines Theiles der Axe des Reellen der Ebene u + ti, erfüllt sein muss, 
dass demzufolge die G-rÖsse 

r -'yr)- ^T 

nicht notbwendig eine Constante sein muss, sondern eine beliebige 
Function des complexen Argumentes u + ti sein hann , welche die 
Eigenschaft besitzt, dass zu (den dem betrachteten Stucke der Axe 
des Reellen entsprechenden) reellen Werthen des Argumentes reelle 
Werthe der Function gehören. 

Nach der vom Verfasser angewendeten Eezeicbnimgsweise (siehe 
Seite 78 und Seite 220 dieses Bandes) würde der aus der Lagrange- 
schen Untersuchung sich ergebende Ausdruck auf der linken Seite 
der Grleichnng (1.) mit W{f, ti-i-ti) bezeichnet werden können, wo- 
durch der Nachweis geftihrt ist, dass es möglich ist, in unmittelbarem 
Anschlüsse an die in der angeführten Lagrangeschen Abhandlung 
enthaltene Untersuchung zu dem Lifferentialausdrncke ^^ zu gelangen. 

Gegen die Bezeichnungsweise W(s, x) kann der Einwand geltend 
gemacht werden, dass man es bei diesem Ausdrucke nicht mit einer 
Function der beiden Argumente s und x, sondern mit einem aus 
der Function s auf gewisse Weise durch Differentiation in Beziehung 
auf die Grösse x zu bildenden Differentialausdrucke zu thun habe. 
Es verdient daher die von Herrn Cayley zur Bezeichnung dieses 
DifferentiaJausdruekes angewendete Bczeickuungsweise 



l'--\-7-i(f) 



unzweifelhaft den Vorzug vor der vom Verfasser gebrauchten. 

Herr Cayley hat dem Verfasser die Ehre erwiesen, die Benen- 
nung des DifFerentialausdruckes \s, x\ mit dem Namen des Verfassers 
in Verbindung zu bringen. (Arthur Cayley: On (he Schtvargian 

Sehwiin, Oosmiimelto Abliiinäluiigon. U, 23 
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354 Anmerkungen und Zusätae zum zweiten Banclo. 

Derivative , and the Polyhedral Functions. Cambridge Philosophical 
Transactions , Vol. XIII. Part, I. p. 8 — 68.) Die angeführte, ausser- 
ordentlich reichhaltige Abhandlung des Herrn Cayley gibt die von 
veraehiedenen Schriftstellern angestellten Untersuchungen über Fragen, 
die mit dem Differentialausdnicke \s, xi in Znsammenhang gebracht 
werden können , in übersichtlicher , zusammenfassender Darstellung 
wieder, fügt zu den Ergebnissen der Untersuchungen Anderer Neues 
hinzu und enthält eingehende Literaturnachweise , sowie eine voll- 
ständige Entwiekelung der den Differentialausdruck Is, x\ betref- 
fenden VerwandluKgsformeln. Aus einer der von Herrn Cayley 
aufgestelLten Formeln, nämlich aus der Formel 






\dx 

ist neuerdings die besonders dvu-cb die Arbeiten des Herrn Sylve- 
ster geförderte Theorie der Eeciprocanten hervorgegangen. 

Eine Zusammenstellung der Beziehungen , welche zwischen dem 
von Herrn Schottky (Ueber die eonforme Abbildung mehrfach zu- 
sammenhängender ebener Flächen, Berlin 1875, Inauguraldissertation) 
mit Dx{p) bezeichneten Differentialausdrucke , sowie dem von Herrn 
Dedekind (Ueber die elliptischen Modulfunctionen, Journal für reine 
und angewandte Mathematik, Band 83, Seite 278) mit [w, ti] bezeich- 
neten Differentialausdrucke einerseits und dem Differentialausdrucke 
\s,x\ andrerseits bestehen, enthält die Abhandlung des Herrn E. K. 
Neovius: Bestimmung zweier speciellen periodischen Minimalflächen, 
auf welchen unendlich viele gerade Linien und unendlich viele ebene 
geodätische Linien liegen, Helsingfors 1883, Seite 14. 
Igen werden durch die Gleichungen 






gegeben. Zugleich verweist Herr Neovius auf die Seiten 298, 415 
und 416 der gesammelten Werke Kiemann' s. 

Das Wert des Herrn F. Klein: Vorlesungen über das Ikosaeder 
und die Auflösung der Grleichnngen vom fünften Girade, Leipzig 1884, 
enthält auf den Seiten 66 bis 82 ebenfalls eine zusammenfassende 
Darstellung einiger auf die Betrachtung des Differentialausdruckes 
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jij, Zj sich stiitzenden Untersucliuiigen. Herr Klein bezeichnet den 
Differentialausdruek jij, Zi durch [ij]^. 

Zusatz SU Seite 80, Zeile 3 — 6 von oben. 
Siehe Abschnitt III der Äbhandlungt lieber diejenigen Jälle, in 
welchen die Gaussiache hypergeometi-ische Reihe eine algebrai- 
sche Tunction ihres vierten Elementes darstellt. Seite 221 — 233 
dieses Bandes. 

Zusatz SU Seite. 82, Zeile 8 — 16 von oben. 
Der Beweis für die Möglichkeit der hier besprochenen Constanten- 
bestiramuiig ist für das Tetraeder auf den Seiten 94 — 101 dieses 
Bandes, für beliebige von ebenen Seitenflächen gebildete Polyeder anf 
den Seiten 167 — 170 dieses Bandes geführt. 

Ziisats 0U Seite 83, Zeile 5—10 von unten. 
Siehe Abschnitt VI der Abhandlung: Ueber diejenigen Fälle, in 
welchen die Graus sische hypergeonietrische Reihe eine algebrai- 
sche Function ihres vierten Elementes darstellt. Seite 343 — 254 
dieses Bandes. 

Ziisatu sti Seite 83, Zeile 8 von unten. 
Der an dieser Stelle erwähnte Beweis ist im "Wesentlichen der- 
selbe , welcher in der Abhandlung ;,Z«r Theorie der Abbildung" 
Seite 108 — 132 dieses Bandes mitgethcilt wird. 



Notizia sulla rappresentazione conforme di un' arca 
ellittica sopra un' area circolare. 
Seite 102—107. 
Die Aufgabe der Bestimmung des stationären Temperaturzustandes 
für die Fläche einer Ellipse, also die Integration der partiellen Diffe- 
rentialgleichung 

dx ay' 
unter vorgeschriebenen Grenzbedingnngen für die Fläche einer Ellipse, 
mittelst elliptischer Coordinaten nnd Fouri er scher Reihen, ist nach 
einer von Herrn Heine dem Verfasser gemachten mündlichen Mittheilung 
bereits in den von Dirichlet geleiteten Hebungen des an der Uni- 
versität Göttingen bestehenden mathematisch-physikalischen Seminars 
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als Uebungaanfgabe behandelt worden. „Nur ist", fügte Herr Heine 
hinzu, jjClie Beziehung zur coiiformen Abbildung der ^Fläche der Ellipse 
auf die Fläche eines Kreises damals nieht bemerkt worden." 

In Ergänzung zu den im Texte und in den Anmerkungen ent- 
haltenen Verweisungen auf Arbeiten anderer Forscher erwähne ich 
noch die grundlegende Abhandlung des Herrn Carl Neumann: 
Uebcr die Integration der partiellen Differentialgleichung 

(Journal für reine und angewandte Mathematik, Band 59, Seite 364.) 
Diese Abhandlung ist überhaupt für meine Studien über die Integration 
der partiellen Differentialgleichung ^^ = von grösster Bedeutung 



Zusafs! m der Tabelle auf Seite 107. 
Von Herrn E. R. Neovius ist neuerdings eine Tabelle veröffent- 
licht worden, aus welcher die "Werthe des reellen und des imaginären 
Tlieils der Function -^— für die "Werthe des Argumentes 

m + ni , A i ci ■\n\ 

%n =3 -——Gi (m, n = 0, 1, 2, ■ ■ ■ 12) 

bis auf 4 Decinialstellen entnommen werden können , vorausgesetzt, 
dass m' = foi, e^ = 1, e.^ ^ 0, e, = — 1 gesetzt wird. (E, R. Neo- 
vius, Darstellung einiger von isothermischen Curven gebildeten Cur- 
venschaaren, Helsingfors 1887.) Bei der Vergleichung dieser Tabelle 
mit der im Jahre 1869 vom Verfasser veröffentlichten bat sich her- 
ausgestellt, dass die letztere zwei unrichtige Ziffern enthielt, welche 
bei dem neuen Abdrucke verbessert worden sind. 



Ueber einen Grenzübergang durch alternirendes Verfahren. 

Seite 133—143. 
Der Grenzübergang, welcher in diesem Aufsatze besprochen wird, 
ist dem Verfasser seit dem Sommer 1869 bekannt. Im November 
desselben Jahres theilte der Verfasser Herrn Kronecker und eini- 
gen anderen Mathematikern eine die Integration der partiellen Diffe- 
rentialgleichung ^M = betreffende Abhandlung mit, in welcher 
von diesem Grenzübergange mehrfach Gebrauch gemacht wird. 
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Ehe diese AbhancHnng auszugsweise veröifeDtliclit wurde, erMelt 
der Verfasser durch die Güte des Herrn CarlNeumann einen Sonder- 
abdruek von dessen am 21ten April 1870 der Ki5niglich Sächsischen Ge- 
sellschaft der Wissenschaften vorgelegtem Aufsätze : „Zur Theorie des 
Logarithmischen und des Newtonachen Potentiales. Erste Mitthei- 
lung.'^ (Berichte der mathem.-phys. Classe der Königl. Sachs. Ge- 
sellschaft der Wissenschaften, Jahrgang 1870, Seite 49—56.) 

Der in dem letzten Abschnitte dieser Mittheihmg enthaltene 
Hinweis auf eine „Methode der Comhination", welche Herr 
CarlNeumann in einer folgenden Mittheilung darzulegen beab- 
sichtige, Hess die Annahme gerechtfertigt erscheinen, dass Herr 
Carl Neumann sieh zum Nachweise der Möglichkeit, die partielle 
Differentialgleichung ^u = ftir einen gegebenen Bereich vorge- 
schriebenen Bedingungen gemäss zu integriren, ähnlicher Methoden 
bediene, wie derjenigen, welche sich dem Verfasser als „Grenzüber- 
gang durch alternirendes Verfahren" dargeboten hatte. 

Aus diesem Grunde glaubte der Verfasser mit der Veröffentlichung 
der Ergehnisse seiner damaligen Untersuchungen nicht zögern zu dürfen. 

Im Mai 1870 hielt der Verfasser in der Naturforschenden Ge- 
sellschaft in Zürich über den Grenzübergang durch alternirendes 
Verfahren einen Vortrag, welcher im Auszuge auf den Seiten 133— 
140 dieses Bandes abgedruckt ist. 

Im October desselben Jahres legte Herr Weierstrass eine 
ausführlichere Mittheiltmg des Verfassers (s. Seite 144—171 dieses 
Bandes) der Königlichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin vor. 

In demselben Monate legte Herr Carl Neumann der Königlich 
Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften die Abhandlung „Zur 
Theorie des Logarithmischen und des Newtonschen Potentiales, Zweite 
Mittheilung. " vor, welche in den Berichten dieser Gesellschaft, ma- 
them.-phys. Classe, Jahrgang 1870, Seite 264—321, abgedruckt ist. 

In dieser Mittheilung erklärt Herr Carl Neumann, dass er 
auf die Methode, welche von ihm als ,jdritte Combinationsmethode" 
bezeichnet wird, erst durch den Aufsatz des Verfassers „lieber einen 
Grenzübergang durch alterairendes Verfahren" aufmerksam geworden 
sei. Es ergibt sich hieraus, dass die Untersuchungen des Herrn Carl 
Neumann und des Verfassers, — soweit dieselben sich auf den 
Beweis der Möglichkeit beziehen, die partielle Differentialgleichung 

-^-^ + --^-T = fil'' einen gegebenen Bereich vorgeschriebenen Grenz- 
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bedingniigen gemäss zu integriren, — zwar hinsichtlieli des znnäcbst 
ins Äuge gefassten Zieles, nicht aber hinsichtlicli der zur Erreicbung 
dieses Zieles eingeschlagenen Wege mit einander übereinstimmten. 

Die Behauptung de,s Herrn Carl Neumann: „Während nämlich 
Schwarz sich beschränkt auf Flächen mit nur einer Randcurve, 
und zu einer solchen Beschränkung wohl auch gezwun- 
gen zu sein ach eint durch den ganzen G-ang seiner Unter- 
suchungen " {A. a. 0. Seite 315 und Seite 321) beruht auf 

einem Irrtbume. (Man vergleiche z, B, den Inhalt der auf den Seiten 
303 — 306 dieses Bandes abgedruckten brieflichen MittheiLung des Ver- 
fassers an Herrn ¥. Klein.) 

Auf eine Würdigung der Vorzüge einzugehen , welche jede der 
beiden Beweismethoden, die von Herrn CarlNeumann und die von 
mir angewendete Methode der Beweisführung, darbietet, muss ich mir 
versagen. An dem Ansprüche aber halte ich fest, dass die drei im 
Jahre 1870 veröffentlichten Aufsätze (Seite 175— 190, Seite 133—143, 
Seite 144 — 171 dieses Bandes) tbatsächlich und in einer für den Sach- 
verständigen ausreichenden Vollständigkeit die Hülfsmittel zu einem 
Beweisverfahren enthalten, durch dessen Anwendung alle Sätze, deren 
Beweis Riemann in seinen veröffentlichten Abhandlungen mittelst 
des Dirichletschen Princips zu führen gesucht hat, wirklich be- 
wiesen werden können. 

Bezüglich der Anwendung des Grenzüberganges durch alterni- 
rendes Verfahren zur Integration anderer partieller Differential- 
gleichungen verweise icli auf zwei im ersten Bande (Seite 336) ange- 
führte Abhandlungen des Heim E. Pieard. 

Ueljer die Integration der partiellen Differentialgleicliiing 
-5-^ + -^ =^ unter vorgeschriebenen Grenz- und 

TJnstetigkeitsbe dingungen . 

Seite IM— 17t 

Bezüglich dieser Abhandlung verweise ich auf die Bemerkungen 
zu der vorhergehenden Abhandlung, Seite 366 — 358 dieses Bandes. 

Die Promotionsschrift des Herrn Jules Riemann Sur le Pro- 
blems de Dirichlet , Paris 1888 , enthält in ihrem ersten und dritten 
Abschnitte eine ausführliche Darstellung beziehungsweise Bearbeitung 
des wesentlichsten Theiles des Inhaltes der dreizehn ersten Paragi'aphen 
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der auf den Seiten 144 — 171 dieses Bandes abgedruckten Abhandlung. 
Indem ich atif diese mit Sorgfalt und Sachkenntniss abgefasste Pro- 
motionsschrift verweise, bemerke ich, dasa ich den Einwand, welchen 
Herr Jules ßiemann auf Seite 3 der Promotionsschrift gegen das in 
der Aliliandlung „Zur Theorie der Abbildung" (Seite 108 — 132 dieses 
Bandes) angewendete Beweisverfahren erhebt , für begründet nicht 
anerkennen kann. 

Zusats SU Seite 162, Zeile S von oben. 

Die Einschränkung 
„wenn für jede Ecke der Nachweis geführt werden kann, dass es 
möglich ist, von dem Gehiete einen die Ecke im Inneren enthaltenden, 
einfach zusammenhängenden Bereich abzuschneiden , welcher bis auf 
den Eckpunkt selbst conform auf die Fläche eines Kreises abgebildet 
werden kann" 
ist mit Absicht gemacht worden. 

Pur eine von Stücken beliebiger analytischer Flächen gebildete 
Ecke den, in Rede stehenden Nachweis allgemein zu führen, ist 
meines Wissens his jetzt nicht gelungen. 

Zu Seite 169, Zeile 14 — 17 von oben. 
Die Formel , von welcher hier Gebrauch gemacht wird , ergibt 
sich , wenn in der auf Seite 190 dieses Bandes , Zeile 2 von oben, 
angegebenen Formel r = — ^ gesetzt wird. Es hätte übrigens auch 

von der Formel g, = ^arctgf-^j Gebrauch gemacht werdenkönnen. 



Mittheilung über diejenigen Fälle, in welchen die 

Gaussische hypergeometrische Reihe Fia, ß, y, x) eine 

algebraische Function ihres vierten Elementes 

darstellt. 

Seite 17 ä— 174. 
Diese Mittheilung enthält die vorläufige Ankündigung des Er- 
gebnisses der auf den Seiten 211—259 dieses Bandes abgedruckten 
ausführlicheren Untersuchung. 
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Zur Integration der pai'tiellen DiffereRtialgieicliung 

|? + |? = 0. 
dx^ dp' 

Zusats SU deit Seiten 186 — 188. 
Die Formel 

■'(•-,?>) = ife/"/'(») II-. ajirL"(ü.'-y) 4 ^''* 

(siehe auch Seite 190, Zeile 6 von unten) gestattet folgende Inter- 
pretation. 

Es seien P„, F, Q (siclie Fig. 25) drei in gerader Linie 





liegende l'uiikte, durcli welche die complexen Grössen re""", üe^', Be^' geo- 
metrisch dargestellt werden. Die Länge der Strecke P^P möge mit 
p, die Länge der Strecke P^Q möge mit ff bezeichnet werden. Unter 
diesen Voraussetzimgen bestehen die G-leichnngen : 



p= = S!' — 'i Er cos (ip~g)) +r'', pG = JJ^ — r', 
Pdij-.Bdx = p:G (siehe Tig. 26), 

B'-2Rrooa{^-(p)+r' ^ ^^' 
Es ergiht sich demzufolge 

«(>■>?>) = -^/"V(*)<iz, 
»(•■,?>)~rt9>) = -2--/""[/-(*)-«9)]%. 

Werden zwei Elemente iüif)^ und i?rf;t; der Kreispeiipherie, welche 
in Beziehung auf den Punkt Pi, die in Fig, 26 angegebene Lage h;ibcn, 
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als zwei in Bezug auf den Punkt F„ gegenüberliegende 
Elemente der Kreisperipherie bezeichnet , so ergibt sieh der Satz ; 
Um den Werth der Function ii (r, <p) für einen beliebigen dem Inneren 
der Ereisfläclie angehörenden Punkt P„ zu finden , denke man sich 
die Werthe der Function f{ijj) für je zwei in Bezug auf den Punkt 
Po gegenüberliegende Pmikte F, Q der Kreisperipberie mit einander 
vertauscht und für die auf diese Weise sich ergebende neue Ver- 
tbeilung der vorgeschriebenen Eaudwerthe längs der Peripherie des 
Kreises das arithmetische Mittel bestimmt. Der "Werth dieses 
arithmetischen Mittels ist der Werth der Function «(r, ¥) für den 
Rmkt Po. 

Unter Benutzung dieser Interpretation für das Poissonsche 
Integral lässt sich der in § 5. b mitgetheilte Beweis etwas verein- 
fachen. Mau sehe die Abhandlung des Herrn Schlaf li: Einige Zweifel 
an der allgemeinen Darstellbarkeit einer willkürlichen periodischen 
Function einer reellen Variablen diirch eine trigonometrische Reihe. 
(Programm der Universität Bern vom November 1874, Seite 10 — 12.) 

ZusaU 0U Seite 189 , Zeile 1 — i von unten, 
und SU der Amnerlmng auf Seite 190. 

Die Bestinunung eines Werthes, welchen die Grrösse u{r,<f)—u(0) 
dem absoluten Betrag'e nach nicht überschreiten kann , erweist sich 
für gewisse Convergenzbeweise als nützlich. In dieser Hinsicht ver- 
weise ich auf die auf Seite 169 dieses Bandes, Zeile 16 von unten, 
gemachte Anwendung, sowie auf die Seite 306 dieses Bandes, Zeile 8 — 
12 von unten, sich befindende Bemerkung. 

Die in der Anmerkung auf Seite 190 dieses Bandes für den Fall, 

dass der Radius der betrsichteten Kreisfläche gleich 1 ist, angegebene 

4o 
Grenze -^arcte;»", welche, wenn die betrachtete Kreisfläche denitadius 

Jß hat, in — aretg-^ übergeht, kann dadurch erhalten werden, dass 

f(if) gleich +g, beziehungsweise gleich — </ gesetzt wird, jenachdem 
die Grrösse i/^ dem Intervalle < i^ <: ro oder dem Intervalle —7t <: i/k: 
angehört. 

Dieselbe Gfrenze hat Herr CarlNeumann in der zweiten Auf- 
lage seiner „Vorlesungen über Riemann's Theorie der Abelschen 
Integrale", Leipzig 1884, Seite 413 — 417, auf andere, ihm eigenthüm- 
liche Weise hergeleitet und diese Greazbestimmung zur Grundlage 
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fär einen Grenzübergaiig gemacht , für welchen er die Benennung 
„gürtelförmige Verschmelzung" vorgeschlagen hat. 

Dieser Grenzübergang stimmt mit demjenigen Grenzübergänge 
genau nberein , welchen der Verfasser in der im Jahre 1870 von 
Herrn Weierstrass der Königlichen Akademie der "Wissenschaften 
zu Berlin vorgelegten Abhandlung {siehe Seite 164 — 166 iind Seite 
168 — 170 dieses Bandes) in zwei Fallen angewendet hat. In beiden 
Fällen entspricht dem G-iirtel des Herrn Carl Nenmann der von 
den beiden Linien L, und L^ begrenzte, mit T* bezeichnete zweifach 
zusammenhängende Bereich. 

Herr Carl Neumann hat sieb über dieses ZusammentreiFen 
in anerkennenawerther Weise rückhaltlos ausgesprochen. Siehe Be- 
richte der math. -phya. Classe der Königl. Sachs. Gesellschaft, Jahr- 
gang 1888, Seite 123. 

In Betreff der Priorität, welche Herr Carl Xeumann a, a. 0. 
S. 124 mir gegenüber in Anspruch nimmt, erlaube ich mh.' auf den 
Zusatz zu der Notisia sulla rappresentaisione conforme di un' area elUt- 
tica sopra un' area circolare, Seite 365^ — 356 dieses Bandes, zu verweisen. 

lieber diejenigen Fälle, in welchen die Gaussisclie 

hypergcometriselie Reibe eine algebraisclie Function 

ihres vierten Elementes darstellt. 

Seüe 311—359. 
Diese Abhandlung enthält neben anderen "Untersuchungen auch eine 
vollständige Lösung der auf Seite 82 dieses Bandes , Zeile 5 — 7 von 
unten, angeführten Aufgabe. 

Zu Seite 319—320. 
Siehe den Zusatz zu Seite 78 auf Seite 3ol — 355 dieses Bandes. 

2m Seite 331, Zeile 1 von unten. 
Diese Verwandlnngsformel ist ein specieller Fall einer allgemei- 
neren Verwandlungsformel 



!">»!■= (§)'(!», 2|-|-,^i; 



welche von Herrn Cayley in der auf Seite 353 dieses Bandes an 
führten Abhandlung (A. a. 0. Seite 8) mitgetheilt worden ist; 
dieser Formel bedeutet X eine Function der Grösse x. 
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Die auf Seite 354 dieses Bandes aageflilirte Inauguraldissertation 
des Herrn Schottky (Berlin 1875) enthält auf Seite 45, Keile 1 
von unten, die entsprechende Gleichung 



D^(y) = D,i.)(f^.] + D^iy). 



dij J 

ZusatB s'ti Seite MO, Zeile 5—8 von unten. 

Die hier hetrachtcten eindeutigen analytischen Functionen besitzen 
die Eigenschaft, bei nnendlich vielen linearen Transforma- 
tionen ihres Argumentes in sich selbst überzugehen. 
In dieser Beziehung schliessen sich diese Functionen den besonders 
durch die Untersuchungen des Herrn Hermite*) genauer bekannt 
gewordenen elliptischen Modulfanotionen an , in welche sie für den 
Grcnzfall A = 0, ft = 0, v = übergehen. — 

Von der Betrachtung der im Abschnitte VI untersuchten Kreis- 
bogeadreieclie wird durch conforme Abbildung zu der Betrachtung 
sphärischer Dreiecke übergegangen, ajso zu Dreiecken auf einer 
Fläche Constanten positiven Krümmungsmasses, welche von geodä- 
tischen Linien dieser Fläche begrenzt werden. Ebenso ist es möglich, 
von der Betrachtung der im Abschnitte V untersuchten Kreisbogen- 
dreiecke ebenfalls durch eonforme Abbildung zu der Betrachtung sol- 
cher Dreiecke überzugehen, welche auf Flächen eonstanten negativen 
Krümmungsmasses liegen , und deren Seiten von geodätischen Linien 
dieser Flächen gebildet werden. 

Bezeichnen s und s, zwei eonjugirte complexe Grössen und ist 
ss^ = 1 die Gleichung des im Abschnitte V betrachteten Orthogenal- 
kreises, dessen Inneres, ss, -cl, in Betracht gezogen werden soll, 
so gehe man von der ebenen Fläche dieses Kreises zu einer confor- 
men Abbildung derselben auf eine Fläche des eonstanten negativen 
Krümmungsmasses — 1 über, für welche das Quadrat der Länge eines 
Linienelementes durch den Ausdruck 

4dsds, 



gegeben wird. Der Gesammtheit aller die Kreislinie ss, = 1 ortho- 
gonal schneidenden Kreise der Ebene entspricht die Gesammtheit 

*) SW la thiorie des iguatiojis moäulaires et la risolution de l'e^aUmt du (An- 
^ieme detp-i, Paris 1859, 



y Google 



364 Aiimerliuiigon und Zusätze zum zweiten Bünde. 

allet geodätischen Linien der betrachteten I'läclie constanten negati- 
ven Kriimmiingsmasses. 

Jeder linearen Transformation der Grössen s, s„ welche den Ein- 
heitskreis unverändert lässt , also , — vrenn a, a^ ; b, i^ zwei Paare 
conjugirter complexer Grossen bezeichnen, wobei angenommen werden 
soll, dass öoi, > Ib^ ist — jeder Transformation 

li as + h || «jS, + 6, 



II ft^s+ßj ' ' ,1 6Sj + a 

entspricht eine Verhiegnng, beziehiingsweiso eine Verschiebung 
der betrachteten Pläche in sieh selbst. 

Beispielsweise entspricht hierbei der Figur 16 (s. Seite 240) eine 
in gewissem Sinne regelmässige Theilnng der Fläche constanten 
negativen Krümmiingsmasses in dreieckige Fläohenstiicke , welche 
sämmtlieh Biegungen von einander sind imd ™ innerhalb der 
betrachteten Fläche — als congruente oder symmetrische Wie- 
derholungen eines einzigen unter ihnen betrachtet werden können. 

Auf die weitere Ausdehnung, welche diesen Betrachtungen gege- 
ben werden kann , gehe ich hier nicht ausführlicher ein ; ich be- 
schränke mich auf folgende Andeutung. 

Bezeichnet T diejenige zweiblättrige E i e m a n n sehe Flache, 
diirch welclie die Verzweigning der durch die Gleichung 

«;' = 1 — a:^^', bezw. j/' = 1 — x'^'''", 

bestimmten algebraischen Function y des Ai'guraentes x geometrisch 
dargestellt wird, und führt man die Grösse 

beziehungsweise die Grösse 

als unabhängige Veränderliche ein , — wobei festgesetzt werden soU, 
dass die Werthe a; = 0, s = ein Paar zusammengehörender Werthe 
sein sollen, dass in der Umgebung dieses "Werthepaares reellen Wer- 
then der Grösse x^^'''', bezw. x'^, reelle Werthe der Grösse s^^"*"^, 
bezw. s'^^, entsprechen sollen, und dass die ganze Zahl p grösser als 
1 sein soll, — so ist die Veränderlichkeit der Grösse s auf das Innere 
einer Kreisfläche beschränkt, deren Begrenzung eine natürliche 
Grenze dieses Bereiches bildet. 
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Unter den angegebenen Voraussetzungen ist nicht allein die 
x^^', beziehungsweise die Grösse x'^^, eine eindeutige analyti- 
sche Function der Grösse s , sondern dasselbe gilt auch von den 
Grössen x und p, und zwar besitzen die Grössen x und y für alle dem 
Inneren des betrachteten Gebietes angehörenden Werthe der Veränder- 
lichen s den Charakter ganzer oder gebrochener rationaler Functionen. 

Es bietet keine Schwierigkeit , die vorstehende Betrachtung auf 
die algebraischen Gleichungen von der Form 

auszudehnen, vorausgesetzt, dass den Exponenten m, n, p, g_ irgend 
welche ganzzahlige "Werthe beigelegt werden. 

Jeder der beiden Halbebenen, in welche die Ebene der complexen 
Grösse x^^"*^, x'^'*^, x^ durch die Axe des Reellen getheilt wird , ent- 
sprechen unendlich viele Ereisbogendreiecke in der Ebene , deren 
Punkte die Werthe der complexen Grösse s geometrisch darstellen, 
und zwar liegen die Flächen aller dieser Kreisbogendreiecke ganz 
innerhalb des die Seiten derselben rechtwinklig schneidenden Kreises, 
dessen Fläche von den Flächen dieser Kreisbogendreiecke einfach und 
lückenlos bedeckt wird. 

"Werden die "Winkel dieser Kreisbogen drei ecke mit Are, (i%, vx 
bezeichnet, so sind die Grössen A, ,«, v durch die Bedingung bestimmt, 
dass -T-, — , ~ die kleinsten ganzen positiven Zahlen sind, für 



welche die Ausdrücke 



nze Zahlen sind. 
Für die Gleichungen 



(im ' 



if" = 1 — 14:X*^X'', 

(A = i", f* = ^, V ^ {; m ein Theiler von 8} ; 

y" = xiX—'i-lx^—x'-''), 
A = ^, fi := -i-, ti = -i-j m nicht durch 11 theilbar) ; 

y" = l + 228x' + 4:94:x"'-22Sx" + x"', 
(l ^ j, (i = ^, V = ~; m ein Theiler von 20) ; 

-2\/3x'-x*Y 



-fe 



(A ^ -i-, (t ^ 5^, 1/ = i; m, n relative Primzahlen) ; 
1 sich ganz analoge Betrachtungen durchführen. 
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Es würde keine Seliwierigkeit darbieten, die Zahl dieser Bei- 
spiele zu vergrössern ; insbesondere gelingt ea leicht , algebraische 
Grleichnngen aufzustellen, welche, wenn j}, q, r drei ganze Zahlen be- 
zeichnen, den Annahmen 

h eziehun g s w ei s e 

oder 

entsprechen. 

Die, falls A + ft + r <; 1 ist, durch Verbindung der im Vorstehen- 
den angegebenen Betrachtungen sich ergebende conforme Abbildung 
einer Rieraannschen Fläche T auf ein ganz im Endlichen liegendes 
Stück einer Fläche constanten negativen Krünunungsmasses ist durch 
folgende Eigenschaften ausgezeichnet : 

1. In der Umgebung jedes Paares entsprechender Punkte der 
auf einander bezogenen Flächen ist das punktweise Entsprechen der 
dem betrachteten Paare von Punkten benachbarten Punkte beider 
Flächen ein gegenseitig eindeutiges. 

2. Wird die (2 p + 1 ) fach zusammenhängende Ri e m a n n sehe 
Fläche T durch 2 p Querschnitte § in eine einfach zusammenhängende 
Fläche T' zerschnitten, so liegen alle Punkte des der Flache T' ent- 
sprechenden Stückes S' der Fläche constanten negativen Krümmungs- 
masses im Endlichen. 

3. Die analytische Fortsetzung dieser confonnen Abbildung über 
jeden der Querschnitte Q hinaus entspricht für jeden dieser Quer- 
schnitte einer Verschiebung des Flächenstückes S' innerhalb der 
Fläche constanten negativen Krümmungsmasses. 

Ein bemerkenswerther von Herrn F. Kloin im Jahre 1882 aus- 
gesprochener Satz („lieber eindeutige Fimctionen mit linearen Substi- 
tutionen in sich. Zweite Mittheilung. ^* Mathematische Anaalen, Band 20, 
Seite 49— -51) , für welchen ein Beweis meines Wissens bis jetzt 
noch nicht veröffentlicht ist, begründet die Vermuthung der Dichtig- 
keit dea folgenden Satzes; 

„Bezeichnet T diejenige E. iemannsche Fläche, durch welche 
die Verzweigung irgend einer (bestimmten) algebraischen Func- 
tion y des Argumentes x von höherem Range als dem Range Eins 
geometrisch dargestellt wird, so gibt es stets eine conforme Abbil- 
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cliing dieser Fläeiie a.ui eine Fläche des constanten Krümmnngsmasses 
—1, welche die vorhin angegebenen Eigenschaften besitzt." 

„Wenn von Verschiebungen innerhalb der Mäche abgesehen wird, 
so gibt es nur eine einzige solche Ahbildung." 

,Ist die zwischen den Grössen x und p bestehende algebraische 
Gleichung vom Range p, so ist die Masszahl des Flächeninhalts 
eines Stückes S' der Fläche constanten negativen Krümmungsmasses, 
dessen Elemente zu den Elementen der Riemannschen Fläche T 
itig eindeutiger Beziehung stehen, gleich 4(p — 1)^:." 



Die vorstehenden Betrachtungen führen auf eine in gewissem 
Sinne regelmässige Theilung einer Fläche constanten negativen 
Krümmungsmasses in Fundamentalpolygone, deren ganz im 
Endlichen liegende Mächen durch Verschiebung mit einander zui 
Deckung gebracht werden können , deren Gresammtbeit die (ideale) 
unbegrenzte Fläche constanten negativen Krümmungsmasses einfach 
und lückenlos überdeckt. 

Ohne NachtheU für die Allgeraeinheit der Untersuchung kann 
man annehmen , dass die Seiten dieser Polygone von geodäti- 
schen Linien der Fläche gebildet werden. 

Die Zahl der Seiten dieser Fiindamentalpolygone ist grade; die 
Seiten sind paarweise auf einander bezogen; je zwei auf einander 
bezogene Seiten haben gleiche Länge. 

Nach der von Herrn Poincar^ eingefühi-ten zweckmässigen Be- 
nennung (s. Acta mathematica, Bandl, Seite 14) gehören die Ecken 
des Polygons entweder einem Cyclus oder mehreren Cyclen an. 

Die Summe der "Winkel des Fundamentalpolygons in allen Ecken, 
welche demselben Cyclus angehören, beträgt 2re. 

Betrachtet man ein diesen Bedingungen genügendes Fundameu- 
talpolygon als gegeben, so lässt sich durch das vom Verfasser ent- 
wickelte Beweisverfahren für die durch (ideale) Zusammenfügung je 
zweier auf einander bezogener Seiten des Fundamentalpolygons ent- 
stehende geschlossene Fläche, weiche ebenfalls als eine Eiemannsche 
Fläche bezeichnet werden kann, — vorausgesetzt, dass diese Fläche 
(2p+l)fach zusammenhängend ist — (ebenso wie für die auf einer Ebene 
ausgebreiteten, (2p + l)fach zusammenhängenden Eiemannschen Flä- 
chen) die Existenz von 2p von einander linear nicht abhängenden 
Functionen beweisen, welche sich für diese Fläche verhalten, wie die 
reellen Theile von zu dieser Fläche gehörenden Abel sehen Integra- 
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